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Vorwort. 

In jedem Sommersemester wird an der hiesigen Universität eine 
Vorlesung für Studierende der . ersten Semester unter dem Titel „Ein- 
leitung in die Algebra" gehalten. Ihr Zweck liegt einmal in der 
Überleitung von dem auf den vorbereitenden Lehranstalten behandelten 
Stoffe zu dem in der höheren Algebra durchforschten Gebiete; 
andererseits in der Zusammenfassung der für Nicht - Mathematiker 
wichtigen Probleme und Lösungsmethoden. Das vorliegende Buch 
„Elementare Algebra" ist aus diesen Vorlesungen entstanden; damit 
ist seine Absicht sowohl wie die gewählte Art der Darstellung ge- 
kennzeichnet. Denn wenn es auch naturgemäß in Kapitel eingeteilt 
ist, so hat es doch seinen Charakter als Wiedergabe von Vorlesungen 
nicht abgelegt. Den Charakter von Vorlesungen erblicke ich aber 
darin, daß auf strenge Systematik verzichtet werden kann; daß es sich 
bei einer Reihe von Fragen mehr um Anregung als um völlige Er- 
ledigung handelt; daß das gleiche Thema bald abgebrochen, bald 
wieder aufgenommen und weitergeführt werden darf. So unternimmt 
es das Buch, eine Reihe von Begriffen allmählich zu entwickeln und 
zu verwenden, um dadurch auf die höhere Algebra vorzubereiten. 
Andere Begriffe sind absichtlich beiseite gelassen worden; vor allen 
diejenigen, welche philosophische Grenzgebiete berühren. Die Stu- 
dierenden der ersten Semester haben noch das Recht, an irrationale 
Zahlen zu glauben, das komplexe Gebiet als ein unentbehrliches Hilfs- 
mittel dankbar und kritiklos hinzunehmen, jeden Grenzprozeß un- 
befangen mitzumachen und zum Unendlichen Stellung zu nehmen wie 
zum kleinen Einmaleins. Versuche strenger Begründung würden viele 
Zeit kosten und in diesem Stadium wenig nützen. 

Die Kapiteleinteilung schließt sich an die Gleichungen der vier 
ersten Grade an. Die Behandlung der Gleichungen ersten Grades 
leitet auf die Determinanten zweiten Grades, auf Kettenbrüche und 
unbestimmte Gleichungen. Die reinen Gleichungen zweiten Grades 
führen in das Studium der New ton sehen Näherungsmethode, der 
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periodischen Kettenbrüche, der komplexen Größen ein. Bei den all- 
gemeinen Gleichungen zweiten Grades werden die Begriffe der Mehr- 
wertigkeit, der Gleichungstransformation, der Diskriminante eingeführt. 
Es folgt dann im vierten Kapitel ein Exkurs in das Gebiet der Kom- 
binatorik; in ihm findet sich der binomische und der polynomische 
Satz, die Behandlung der arithmetischen Reihen, sowie die Vorberei- 
tung auf eine im fünften Kapitel gegebene elementare Theorie der 
Determinanten. An diese Theorie schließt sich die Behandlung von 
linearen Gleichungen mit mehreren Unbekannten. Die reinen Glei- 
chungen werden im sechsten Kapitel behandelt; naturgemäß wird der 
Begriff der primitiven Einheitswurzeln eingeführt und es folgt eine 
Besprechung der einfachsten, an ihn sich knüpfenden Probleme. Aus- 
führlich ist dann in den beiden letzten Kapiteln die Theorie der 
kubischen und die der biquadratischen Gleichungen behandelt. Sie 
führt zu den symmetrischen, den zwei- und den mehrwertigen Funk- 
tionen, zu Resultanten und Diskriminanten, zu Resolventen und zu 
Invarianten. Zum Schluß wird der Sturmsche Satz hergeleitet. 

Gießen, März 1904. 

E. Netto. 
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Erstes Kapitel. 

Die Gleichungen ersten Grades. 

§ 1. Unter den ersten Buchstaben der Alphabete a, b, c, • • • ; cc } ß, y, • • • 
verstehen wir im allgemeinen willkürliche, aber für den gesamten 
Verlauf einer und derselben Rechnung unveränderliche oder kon- 
stante Größen. Die letzten Buchstaben des lateinischen Alphabets 
*>y> x > - und die entsprechenden Buchstaben £, % |, • • • des griechischen 
sollen im allgemeinen veränderliche, unbestimmte oder auch un- 
bekannte Größen darstellen. 

So bedeutet unter diesen Annahmen der Ausdruck 

(1) ax + b 

eine Summe aus zwei Summanden, deren erster das Produkt aus der 
Eonstanten a in die Unbestimmte x, und deren zweiter die Konstante b 
ist. Ein solcher Ausdruck (1) ist mit der Veränderlichen x selbst ver- 
änderlich, falls, wie wir annehmen wollen, a von Null verschieden, 
d. h. a + ist. Die Art seiner Änderung ist von der Änderung des x 
abhängig; deshalb nennen wir einen Ausdruck 

(l a ) y — ax + b 

eine abhängige, genauer: eine von x abhängige Veränderliche, 
oder auch eine Funktion von x. Um die Form (1*) von anderen 
Funktionen zu unterscheiden, nennen wir (l ft ) eine lineare ganze 
Funktion von x. Statt (l a ) schreiben wir auch 

(l b ) f(x) - ax + 6; 

hierbei bedeutet f das allgemeine Zeichen für eine Funktion und das 
eingeklammerte x gibt das Argument, d. h. diejenige Größe an, von 
deren Veränderlichkeit die Veränderlichkeit von f(x) abhängt. Die 
Beziehung 

y = ax + 6 = f(x) 

macht also den Wert des y von dem des x abhängig. In das Studium 
dieser Abhängigkeit wollen wir eintreten. 

Eine wichtige Frage ist hierbei die, ob es einen, oder mehrere, 
oder keinen Wert von x gibt, wofür der Wert von y oder f(x) zu 
Null gemacht wird. Es handelt sich also um die Entscheidung dar- 

Netto, Elementare Algebra. 1 



2 Erstes Kapitel. § 1— § 4. 

über, ob der Variablen x ein Wert beigelegt werden kann, der die 
Forderung 

(2) ax -b k - 

befriedigt. Wir nennen (2) eine Gleichung und zwar in unserem 
besonderen Falle eine Gleichung ersten Grades oder eine lineare 
Gleichung. 

In (2) bedeutet x nicht mehr eine Veränderliche oder eine un- 
bestimmte Größe, sondern denjenigen Wert, oder einen derjenigen 
Werte, deren Eintragung in die lineare Funktion (1) den Wert der- 
selben zu Null macht. Ob freilich ein solcher überhaupt vorhanden 
ist, bleibt zunächst eine offene Frage. Wenn wir nun aber annehmen, 
es bestände ein solcher Wert x 09 der dann eine Wurzel der Gleichung(2) 
genannt wird, dann können wir folgendermaßen schließen: Jetzt ist 
für den konstanten Wert x die Gleichung 

(2 a ) ax + b - 

eine Identität; nicht mehr wie (2) die Forderung, das unbekannte x 
aufzusuchen, sondern die Konstatierung der Tatsache, daß die Zahl 
ax + b gleich Null ist. Bringen wir durch Subtraktion b auf die 
rechte Seite 

(2 b ) ax = - b 

und dividieren darnach durch a, so ergibt sich 

(2 C ) *»-- h 



a 



Dies ist in der Tat ein Wert, welcher der Gleichung (2) formal 
genügt, da 

a(~ b -) + b = -b + b = 

ist. Also hat die Gleichung (2) eine und nur eine Wurzel; 

falls nämlich ( 1 existiert. In dem Bereiche der reellen, positiven 

und negativen, ganzen und gebrochenen Großen, dem die Koeffizienten 
a und b angehören sollen, kann man aber stets (— b) und ebenso 

auch ( j bilden, da ja a =4= angenommen wurde. 

§ 2. Nur wenn a = wird, ändert sich die Sachlage. Dann 
können wir den Übergang von (2 b ) zu (2 C ) nicht mehr machen, da 
ja eine Division durch nicht ausgeführt werden kann. Setzen wir 
jetzt in (2) für a ein und bedenken, daß jede Größe x mit multi- 
pliziert wieder Null ergibt, so folgt, daß bei b=%=0 keine Wurzel 
von (2) besteht. Dies liefert einen Ausnahmefall zu dem allgemeinen 
Satze am Ende des vorigen Paragraphen. 
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i Ist dagegen 6 = 0, dann liefert jeder Wert für x eine Wurzel, 
d. h. die Gleichung 

0.^ + = 

hat unendlich viele Wurzeln. 

Wir sehen leicht, daß dieser Fall, auch wenn wir über a und 6 
noch nichts wissen, nachweisbar ist, sobald (2) auch schon zwei von- 
einander verschiedene Wurzeln x und x t besitzt. In der Tat folgt aus 

ax + 6 = 0, ax x + 6 = 
zunächst 

a(x — x x ) = 

und dann, weil durch die von Null verschiedene Klammer dividiert 
werden darf, a = 0. Die Gleichungen selbst liefern weiter 6 = 0. 
Hat also (2) mehr als eine Wurzel, dann hat sie unendlich viele. 

§ 3. Der Fall a = gibt also zu besonderen Unterscheidungen 
Anlaß. Dieses Ergebnis kann auch noch von einer anderen Seite 
her beleuchtet werden. Wenn wir in (2) und in (2 C ) a als variabel 
denken und es kleiner und kleiner werden lassen, dann wird x in (2 C ) 
größer und größer werden. Nimmt nun a unter alle Grenzen ab, 
dann wächst 6 : a über alle Grenzen hinaus. Wir nennen jetzt eine 
Zahl, deren Wert, abgesehen vom Vorzeichen, unter alle Grenzen 
abnimmt, unendlich klein und eine Zahl, die über alle Grenzen 
hinaus zunimmt, unendlich groß, und zwar je nach dem Vorzeichen 
positiv oder negativ unendlich groß. Dann können wir sagen, 
daß bei konstantem 6 + und bei unendlich kleinem a die Wurzel x 
unendlich groß wird. Für das Unendlich-Kleine gibt es eine Grenze, 
die Null; denn das ist ja gerade die Definition des Unendlich-Kleinen, 
daß sein Wert kleiner wird und kleiner bleibt als jede noch so kleine 
gegebene Größe. Für das Unendlich-Große gibt es keine Grenze, da 
es ja eben das Überschreiten jeder Grenze darstellt; wir bezeichnen 
aber trotzdem eine unendlich große Zahl durch ein bestimmtes Sym- 
bol, oo. Mit seiner Hilfe können wir sagen: Geht in (2) a zur 
Grenze 0, während 6 + bleibt, dann wird die vorher end- 
liche Wurzel x = oo. 

§ 4. Genau so, wie wir nach dem Werte von & gefragt haben, 
durch den y = f(x) den Wert annimmt, genau so können wir den 
Wert oder die Werte von x suchen, durch welche y = f(x) einer 
beliebigen Größe c gleich wird; diese Frage führt auf die Gleichung 

ax + 6 = c. 

Die hierin enthaltene Forderung ist mit derjenigen der Lösung 
der linearen Gleichung 

ax + (6 — c) = 
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identisch; man erhält daher für x den Wert 

6 — c 

x = 

1 a 

Durch den Index 1 mag die Variable x zu einer Konstanten 
werden; und Gleiches mag überhaupt durch die Anfügung eines Index 
an eine Variable im allgemeinen bewirkt werden. Setzen wir für c, 
welches ja einen Wert von y repräsentiert, y x ein, so ergibt dies 

(3) x, = ^- — — y t 

Man kann (3) als Auflösung der Gleichung (1*) ansehen. Das in (3) 
enthaltene Resultat kann dann folgendermaßen ausgesprochen werden: 
Ist y eine ganze lineare Funktion von x, so ist auch um- 
gekehrt x eine ganze lineare Funktion von y, und zwar folgt 

(4) y = ax + b; x = ^y--- 

Jede der beiden Gleichungen (4) drückt dieselbe Tatsache der gegen- 
seitigen Abhängigkeit aus, die zwischen x und y besteht. Diese Be- 
ziehungen (4) heißen zueinander invers. Wir kennen schon solche 
inverse Funktionen, wie z. B. 

y = x 2 und x = Yy oder y = 10* und x = log y. 

10 

§ 5. Durch ein geometrisches Hilfsmittel kann man dieses Ab- 
hängigkeitsverhältnis zwischen x und y veranschaulichen. Zu diesem 
Zwecke gehen wir von einer, etwa horizontalen Geraden, der X-Achse, 
aus, und nehmen auf ihr einen Punkt 0, den „Anfangspunkt", und 
etwa rechts davon einen zweiten Punkt E, den „Einheitspunkt" an. 
Jedem anderen rechts von gelegenen Punkte A der X-Achse ordnen 
wir die durch den Quotienten OA: OE bestimmte, positiv genommene 
Zahl zu. Jedem anderen links von gelegenen Punkte B der X-Achse 
ordnen wir die durch OB: OE bestimmte, aber negativ genommene 
Zahl zu. In beiden Fällen nennen wir die so bestimmte Zahl die 
Abscisse des Punktes; und darnach heißt die Achse selbst die 
Abscissenachse. Umgekehrt wird durch jede positive oder nega- 
tive Zahl ein und nur ein Punkt bestimmt, der für positive Werte 
rechts von 0, für negative links von liegt. Diese Beziehung können 
wir als Abbildung der unendlichen Zahlenreihe auf die Achse ansehen. 

Deuten wir das Vorzeichen einer Große a durch das Zeichen 

sgn a 
an, wobei sgn eine Abkürzung des Wortes sign um ist, so wird 

(5) sgna = +l;-l; 

je nachdem 

a >0; <0; = 
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ist. Es liegen also alle Punkte der X-Achse rechts von 0, für die 
das Signum der Abscisse positiv ist; und alle links von 0, für die 
das Signum negativ ist. 

Wir betrachten nunmehr alle Wertepaare (#, y), d. h. alle 
Zusammenstellungen der Kombinationen je eines beliebigen Wertes x 
der Zahlenreihe mit einem beliebigen Werte y derselben Reihe; diese 
beiden Werte sind vollkommen voneinander unabhängig. Ähnlich 
wie wir soeben die sämtlichen Werte der Zahlreihe durch die Punkte 
einer Geraden repräsentiert haben, so können wir auch den Inbegriff 
aller Wertepaare (x y y) durch alle Punkte einer Ebene eindeutig re- 
präsentieren. Es kann dies folgendermaßen geschehen: Wir bilden, 
genau wie dies oben dargelegt wurde, die x auf einer Achse, der 
X-Achse oder der Abscissenachse, ab. Ebenso bilden wir 
die y auf einer anderen Achse, der Y- Achse oder der Ordinaten- 
achse ab, indem wir der Einfachheit halber die Entfernungen der 
Anfangspunkte von den Einheitspunkten in beiden Achsen als gleich 
groß annehmen. Die beiden Achsen legen wir nun in einer Ebene 
mit den Anfangspunkten so aufeinander, daß die X-Achse horizontal, 
die I^Achse vertikal, der Einheitspunkt der ersten, E, rechts vom An- 
fangspunkt und der Einheitspunkt der zweiten, F } oberhalb des gemein- 
samen Anfangspunktes liegt. Hierdurch ist jedes Wertepaar (x 0} y ) 
durch die Kombination der beiden Punkte auf den Achsen dargestellt, 
welche x und y abbilden. Zieht man jetzt durch den ersten dieser 
Punkte eine Parallele zur zweiten Achse und durch den zweiten dieser 
Punkte eine Parallele zur ersten Achse, so treffen sich beide Parallelen 
in Einem Punkte. Diesen können wir als Bild des Paares (x 0J y ) 
auffassen. Umgekehrt können wir jedem Punkte P der Ebene ein 
Wertepaar (x, r y) zuordnen, indem wir durch jenen Punkt zu den Achsen 
Parallele legen und die Schnittpunkte mit den anderen Achsen in oben 
angegebener Art bestimmen. So erhält man als Bild des Punktes P 
Ein Wertepaar (x, y). 

Die so erhaltenen Werte x 9 y heißen Abscisse und Ordinate, 
oder zusammengefaßt die Koordinaten des Punktes P. 

Die Achsen teilen die Ebene in vier Quadranten, die wir mit 
Bücksicht auf die Abscissenachse durch „oben" und „unten", mit Rück- 
sicht auf die Ordinatenachse durch „rechts" und „links" bezeichnen 
können. Dann liegt P 

rechts und oben, wenn sgn (x) = + 1 und sgn (y) = -f- 1 

links „ oben, „ „ = — 1 „ „ = + 1 

links „ unten, „ „ =* — 1 „ „ «=■ — 1 

rechts „ unten, „ „ = + 1 » » = — 1 

ist. Den Relationen sgn (x) = oder sgn (y) = entsprechen die 

Halbgeraden von aus, welche die Quadranten voneinander trennen. 

Offenbar hätte man dieselbe Repräsentation erreichen können, 
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wenn man auf der X-Achse zuerst die Koordinate x fixiert, im re- 
präsentir enden Punkte dann eine Senkrechte zur X-Achse zieht und 
auf ihr den Wert von y abträgt, und zwar nach oben oder nach unten, 
je nachdem das Vorzeichen von y das positive oder das negative ist. 
In ähnlicher Weise könnte man auch von der F-Achse ausgehen. 

§ 6. Sind x und y voneinander unabhängig aller Werte fähig, 
so füllt die Gesamtheit der repräsentierenden Punkte die ganze Ebene 
aus. Anders wird es, wenn zwischen x und y eine Beziehung statt- 
findet. Ist z. B. y = ax + 6, und sucht man alle Repräsentanten der 
Wertepaare ^ y) _ ^ ax + &)? 

so füllen diese nicht mehr die ganze Ebene aus. In diesem Falle 
gehört nämlich zu einem jeden Punkte x = # der Abscissenachse nur 
ein einziges y , nämlich dasjenige, dessen Größe = ax + b ist. 
Denkt man sich daher für alle x die Konstruktion von 

(x } y) = (#, ax + b) 

gemacht, so erhält man eine Folge von repräsentierenden Punkten B, 
d.h. eine Kurve. Diese Kurve repräsentiert alle Wertepaare, 
welche die Gleichung 
(l a ) y = ax + b 

zwischen den beiden Variablen x und y befriedigen. Sie liefert 
ein geometrisches Bild der durch (l a ) festgelegten Abhängigkeit zwischen 
x und y, und zwar tut sie dies ohne Rücksicht darauf, welche der 
beiden Größen x } y als unabhängige Veränderliche und welche als 
Funktion angesehen wird. 

In dem besonderen Falle a = entsteht y = b\ das ist offenbar 
eine Parallele zur X-Achse, die in der Höhe y = b sich entlang zieht. 

Schneidet unsere Repräsentationskurve die Achse der X in OP^x l9 
dann ist für x t das y = 0; also ist (x u 0) ein Wertepaar von (l a ), und 
x x wird die Wurzel von , ^ .__ q 

§ 7. Nach den Festsetzungen des vorigen Paragraphen können 
wir die gezeichnete Kurve direkt als Kurve (ax + b = y) bezeichnen. 

Wir wollen die 
geometrische Na- 
tur dieser Kurvezu 
ergründen suchen. 
Zu diesem Zwecke 
nehmen wir zwei 
feste und einen be- 
weglichen Punkt 
auf ihr an. Die Ko- 
ordinaten dieser 
jag. i. drei Punkte sollen 
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x o> Voi x i Vii x y V 
heißen; die Punkte seien A, B, P und die von ihnen anf die Abscissen- 
achse gefällten Lote AA , BB , PP . Dann gelten die drei Gleichungen 

ax +b = y ; ax t +b = y^ ax + b = y. 

Aus ihnen folgt der Reihe nach 

y - j/o = a ( x - %>; y i — 2/0 = a ( x i - O; 

(6) 



y- 


-2/0 




X 


x o . 


yi- 


Vit 




x x 


#0 


y- 


-2/o 




Vi 


— 2/o 


X — 


-*o 




x x 


# 



(6 a ) 

Fällen wir nun von demjenigen der drei Punkte, hier von A } welcher 
die kleinste Ordinate besitzt, auf die anderen Ordinaten das Lot AP t B ly 
so geht die Gleichung (6 a ) ; da ja 

P ± A = P A= x - x o, pp i = p P(>—AA =y - y 0} 
B X A = B A = x t — x , BB X — BB - AA = yi — y 

ist, in die Streckenbeziehung 

PP t BR, 
P t Ä ~ B,A 

über. Die rechte Seite ist von der Lage des beweglichen Punktes P 

PP 
vollständig unabhängig; folglich bleibt der Quotient =— \ für jede 

Lage von P, die einem Punkte der Kurve (ax + b =» y ) entspricht, 
unverändert. Demnach beschreibt der Punkt P eine Gerade, d. h. die 
Kurve (ax + 6 = y) ist eine gerade Linie. Weil die Gleichung 
vom ersten Grade ist, nennt man auch die Kurve eine solche vom 
ersten Grade. 

Umgekehrt repräsentiert auch jede Gerade unserer Ebene 
eine Gleichung vom ersten Grade. Der Beweis für diese Be- 
hauptung wird geliefert sein, wenn wir nachgewiesen haben, daß nach 
Annahme zweier beliebiger Punkte A und B mit den Koordinaten 

O ,y ) und (x^yj 
eine Gleichung 

ax + ß = y 

gefunden werden kann, welche durch (x ,y ) und durch (x 1} y ± ) be- 
friedigt wird, sodaß also, unter Einführung des Identitätszeichens =, 

«#o + ß = y»> ax i + 0i = & 

ist. Daß stets passende Konstanten et und ß gefunden werden können, 
wollen wir in den folgenden Paragraphen nachweisen. 

§ 8. Die soeben aufgeworfene Frage soll gleich allgemein be- 
handelt werden. Wir betrachten das System zweier linearer Gleichungen 
mit zwei Unbekannten 
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( au+ bv + c = 0, 

^ ' a x u + b x v + c x « 

und suchen die Werte von u und v zu bestimmen, welche (7) be- 
friedigen. (Setzen wir hierin u = a, v ■= /J und 

a » # , 6—1, c — — y ; a t — a^, b x — 1, q = - y x , 

so kommen wir auf den besonderen Fall am Schlüsse des vorigen 
Paragraphen zurück.) Wir bilden durch Kombination beider Glei- 
chungen (7) die Relationen 

(ab x -ba x )u + (cb x - bcj - 0, 
^ ' (ab x — ba x ) v + (ac x — ca x ) = 0. 

Ist nun der gemeinsame Paktor von u und v, d. h. ab x — ba x + 0, 
so können wir beide Gleichungen (8) durch ihn dividieren und er- 
halten als Resultate die Lösung von (7) 

(9) u _ bc i ~ cb * v = ca i - ac i . 

^ ' ab x — ba x J ab t — ba x 

So ersehen wir: Ist ab x — ba x + 0, so hat (7) Eine und nur Eine 
Lösung, nämlich (9). 

An zweiter Stelle sei ab x — ba x = 0. Bilden wir aus den linken 
Seiten von (7) durch Kombinieren die beiden Gleichungen 

nrfi a x (au + bv + c) — a(a x u + b x v + c x ) — a t c — ac 1; 

^ ' fe^aw + 6v + c) — 6(a t w + b x v + c x ) — 6 x c — 6c 1? 

so erkennt man, daß (7) überhaupt nur dann Lösungen hat, wenn 
die rechten Seiten der Gleichungen (10) verschwinden; denn setzen 
wir in' (10) für u 9 v Lösungen von (7) ein, dann verschwinden die 
linken Seiten von (10); also müssen auch die rechten Seiten Null 
werden. Ist ab x — ba x = 0, aber nicht gleichzeitig 

(11) ac x — ca^ — 0, bc x — cb x = 0, 

so besitzt (7) keine Lösungen. 

Wir nehmen weiter an, daß außer ab x — ba x = noch die beiden 
Gleichungen (11) gelten. Ferner möge mindestens eine der vier Größen 
a } b,a x ,b x von Null verschieden sein. Ist dies etwa b, dann liefert 
die zweite Gleichung (10) unter Berücksichtigung von (11) 

a^u + b x v + c x = y (au + bv + c), 

und aus der Befriedigung der ersten Gleichung (7) folgt von selbst 
die der zweiten. Das System der beiden Gleichungen (7) kann dem- 
nach durch die erste der beiden Gleichungen ersetzt werden. Es reicht 
nun, um diese erste Gleichung (7) zu lösen, aus 

(12) v - - aw + e 
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anzunehmen. Zu jedem Werte u von u gehört, da b + ist, nach (12) 
ein Wert v = __ au o-r c ^ derart, daß (u , v ) das System (7) befrie- 
digen. Da hierbei u eine beliebige Zahl sein kann, sagt man, das 
System (7) besitze eine einfach-unendliche Schar von Losungen. 
Wir erkennen also: Ist gleichzeitig 

(13) a\ — ba x = 0, ftq — c\ = 0, ca t — ac t — 0, 
aber nicht gleichzeitig 

(14) a = 0, «i-0, 6 = 0, 6i = 0, 

so hat (7) eine einfach-unendliche Schar von Lösungen. 

Ist ferner (14) erfüllt und damit natürlich auch (13), so zeigt (7) 
sofort: Ist 

(14) a = 0, a 1= =0, 6 = 0, b ± - 0, 

ist aber nicht gleichzeitig 

(15) c = 0, ^ = 0, 

dann besitzt (7) keine Lösungen. 

Sind endlich (14) und (15) erfüllt, dann kann als Lösung ein 
beliebiges Wertepaar (u , v ) genommen werden; die Werte von u und 
v bilden zusammen eine doppelt -unendliche Schar. Demnach 
folgt: Sind in (7) alle Eonstanten Null, dann hat (7) eine 
doppelt-unendliche Schar von Lösungen. 

§ 9. Die erhaltenen Resultate lassen sich unter Einführung einiger 
neuen Begriffe sehr bequem und übersichtlich aussprechen. Diese 
Begriffe sollen jetzt dargelegt werden. 

Sind vier Größen, in zwei Reihen und zwei Spalten angeordnet, 
als ein System 

vorgelegt, so wird der aus ihnen gebildete Ausdruck 
(17) «.6,-0^-1"' l 

geschrieben und als Determinante zweiten Grades bezeichnet. 
Die vier Größen a f 6, a ly \ sind ihre Elemente; a und b x bilden 
die Elemente der Hauptdiagonale; a t und b die der Nebendiago- 
nale; a, b und a 1} \ sind die beiden Zeilen und a, a x nebst 6, b ± 
die beiden Spalten; Zeilen und Spalten heißen gemeinsam Reihen. 
Von solchen Determinanten zweiten Grades erkennt man sofort: 

I. Eine Determinante ändert ihren Wert nicht, wenn ihre 
Zeilen der Reihe nach in Spalten umgewandelt werden, wenn 
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man sie also aus ihrer Ebene heraus um ihre Hauptdiagonale durch 
einen Winkel von % dreht, 



a, b 




«> 


«i 


<h, h 




h 


h 



Diese beiden Determinanten heißen zueinander konjugiert. 

IL Eine Determinante ändert nur ihr Vorzeichen, wenn 
man zwei einander parallele Reihen (Spalten oder Zeilen) 
miteinander vertauscht; d. h. es ist 



a 



1; 



\ 



a 
a 



i? 



h 



b 7 a 

b X7 a x 



III. Eine Determinante hat den Wert Null, wenn die ent- 
sprechenden Elemente zweier Parallelreihen einander gleich 
sind. — Dies folgt entweder direkt durch Ausrechnung, oder als ein- 
faches Korollar von IL 

IV. Eine Determinante multipliziert sich mit der Größe x, 
wenn alle Elemente einer Reihe mit diesem x multipliziert 
werden; d. h. es ist 



a, 



x 



a X7 b x 



xa 7 xb 



a 



i) 



xa 



xa i7 b x 



a, b a, xb 

xa t , xb t I a l9 x\ 



V. Eine Determinante ändert ihren Wert nicht, wenn 
zu den Elementen einer Reihe die entsprechenden Elemente 
einer parallelen Reihe, mit ein- und derselben Konstanten 
multipliziert, addiert werden. Denn es ist z. B* 



a + tb 7 b 



= (a + tb)b x — (a x + tb x )b = ab ± — ba x = 






b 



Wir sagen: Eine Determinante zweiten Grades hat den 
Rang Zwei, falls sie selbst nicht verschwindet; sie hat den 
Rang Eins, wenn sie selbst verschwindet und mindestens 
eins ihrer Elemente von Null verschieden ist; sie hat den 
Rang Null, wenn alle ihre Elemente, und damit sie selbst, 
verschwinden. 

§ 10. Sind 2 m Größen in m Spalten und in 2 Zeilen angeordnet 

0;>2) 

/ 18 \ ( a > b, c 9 --d 

\a X7 b X7 c X7 '"d x 

so nennen wir dieses System eine Matrix zweiten Grades der 2m 
Größen. Eine Matrix von 2 m Größen ist in einer solchen von 2n 
Größen enthalten (m<w), wenn ihre m Spalten den n Spalten der 
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zweiten entnommen sind. Bildet man aus den Elementen zweier 
Spalten von (18) eine Determinante, so wird diese als eine Deter- 
minante der Matrix bezeichnet. Aus einer Matrix von 2m Großen 
(18) kann man zuerst auf m Arten eine Spalte auswählen und aus 
den zurückgebliebenen (m — 1) Spalten dann noch auf (m — 1) Arten 
eine zweite Spalte. Somit kann man in der angegebenen Weise 
m (m — 1) Determinanten der Matrix bilden, von denen sich je zwei 
und zwei nur durch die Folge der Spalten unterscheiden. So gibt es 
für m = 3 sechs Determinanten 



a, b 




b, a 


• 


a, c 




c, a 


• 


b } c 




c, b 


«i, h 


y 


&1>«1 


1 


a u c x 


7 


c x , a t 


i 


b u c x 


y 


c i, h 



Wir sagen: Eine Matrix von 2m Größen hat den Hang 
Zwei, wenn unter ihren Determinanten mindestens eine den 
den Rang 2 hat, d. h. also nicht verschwindet; sie hat den 
Bang 1, wenn alle ihre Determinanten verschwinden und 
mindestens eins der 2m Elemente der Matrix von Null ver- 
schieden ist; sie hat endlich den Bang 0, wenn alle ihre 
Elemente selbst gleich Null sind. 

Für spätere Erweiterungen ist es gut, auch die einzelnen Ele- 
mente als Determinanten und zwar als Determinanten des ersten 
Grades aufzufassen. Dann können wir sagen: Eine Matrix von 
2m Größen (18) hat den Bang r, wenn mindestens eine ihrer 
Determinanten r ten Grades nicht verschwindet, dagegen 
alle ihre Determinanten (r + l)* 011 Grades gleich Null sind; 
(r = 0, 1, 2). Es ist klar, daß eine Matrix nicht von geringerem 
Bange sein kann als jede in ihr enthaltene Matrix. 

§ 11. Nun lassen sich die Besultate aus § 8 in großer Ein- 
fachheit aussprechen: Das System der beiden Gleichungen 

,_. au + bv + c = 

^ ' ' au x + bv x + c = 

hat keine Lösung, falls der Bang der -Matrix 

/a, 6, c\ , /a, b\ 

( 7 ' ) den von ( , ) 
\a 1; b 1} v \a 19 bj 

übertrifft. — Haben beide Matrizen den Bang 2, oder 1, 
oder 0, so gibt es dementsprechend für die Gleichungen eine 
einzige Lösung (u 0} v ), oder eine einfach-unendliche oder 
eine doppelt-unendliche Schar von Lösungen. 

In dem Falle, daß in (7) c = und c x = ist, nennt man die 
Gleichungen homogen; sie nehmen dann die Gestalt an 

au +bv = 0, 
^ ' au t + bv x = 0. 
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Das System dieser Gleichungen zeichnet sich dadurch aus, daß die 
beiden soeben angegebenen Matrizen stets denselben Rang haben. 
Demnach hat (7*) stets mindestens eine Lösung. Ist ab x — ba^ =4= 0, 
so hat es auch nur eine Lösung, und dies ist die banale u =* 0, v = 0. 
Jede von dieser verschiedene wollen wir eine wesentliche Lösung 
nennen. Ein System 

(7 Ä ) au + bv — 0, a 1 u + & 1 v = 

zweier homogener Gleichungen hat nur dann wesentliche 
Lösungen, wenn die Determinante (ab t — ba t ) gleich Null 
ist. Ist die Determinante vom Range 1, so liefern alle Lö- 

sungen von (7 a ) dasselbe Verhältnis — • 

§ 12. Wir kehren jetzt zu der im § 7 aufgeworfenen Frage 
zurück. Es handelte sich darum, eine Gerade durch zwei gegebene 
Punkte (x , y ) und (x 1} y t ) zu legen, oder analytisch ausgedrückt, 
die Größen a und ß aus den Gleichungen 

x • a + 1 • ß — y , 
x x • a + 1 • ß = y t 

zu bestimmen. Ist die Determinante der Koeffizienten von « und ß 
nämlich 

1, *o 



1, x x 



— #1 #o 



von Null verschieden, dann gibt es gemäß (9) die eine Lösung 
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Die gesuchte Gerade ist in diesem Falle durch die Gleichung 

($/o— &)* + (#0^1—2/0*1) 



(18) 

oder auch durch 



y 



x* 



X, 



gegeben. 

Ist dagegen # x — # = 0, so gibt es nur dann eine Lösuug in 
der gesuchten Form, wenn auch die beiden Determinanten 

1, Vo 



1; Vi 



und 



x t 



0> 






gleich Null sind. Diese beiden Bedingungen sind aber wegen x x — x = 
miteinander identisch, denn es ist x y x — x x y = #o(#i ~~ Vo)- Es 
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reicht also aus, daß x 1 = x , y x = y sei. Dabei kann eine der 
beiden Gleichungen fortgelassen werden, und es genügt dann, cc be- 
liebig anzunehmen und ß — y — x a = y ± — x ± a zu setzen. Die ge- 
suchte Gerade befriedigt in diesem Falle die Gleichung 

y — ax + (y — ax ) 
= cc(x-x )+y 

oder in anderer Form geschrieben 

V — Vo — a ( x ~~~ x o)> ( a * s * heliebig). 

Geometrisch ist dieser Fall so zu deuten, daß beide Punkte (x 07 y ) 
und (x ly t/ 1 ) zusammenfallen. Es ist also in Wirklichkeit nur Ein 
Punkt (x , y ) vorgelegt", und die eben gegebene Lösung liefert die 
gesamte durch diesen Punkt gehende Geradenschar, wie dies die Will- 
kürlichkeit von a andeutet. 

Ist endlich x x — x = und y t — y Q =4= , dann gibt es keine 
Lösung, d. h. es gibt keine, in der Form 

y = ax + ß 

darstellbare Gerade, welche die gegebenen Forderungen erfüllt. Denken 
wir uns hingegen x t als Veränderliche und lassen wir die Ände- 
rung des x t von einem Werte x x + x aus so vor sich gehen, daß 
(x — x i) kleiner und kleiner wird und sich der Null nähert, dann 
wird stets, so lange noch x — x x 4= ist, die Gleichung (18 a ) gelten, 
und diese wird sich dabei, weil (18 a ) auch 

(yo-yi) x + x o(vi-yo) =* ( x o-- x i)(y-yo) 

geschrieben werden kann, der Form 

(&>-&)* + x odfi-yo) - ° 

oder, da y 4= y t ist, der Form 

00 — 00 q 

nähern. Dies ist dann die Gleichung der gesuchten Geraden. Die 
Gerade läuft zu der Richtung der F-Achse parallel. 

§ 13. Bisher haben wir die Berechnung der Wurzel einer Gleichung 

(2) ax + b - (a + 0) 

untersucht. Wir wollen nunmehr das Vorzeichen der Wurzel x be- 
stimmen, ohne die Lösung der Gleichung selbst zu benutzen. Dabei 
wenden wir die in § 5 (5) eingeführte Bezeichnung an, indem wir 
nämlich 



sgn a = + 1 

- OJ 
ist. Aus der Lösung von (2) 



setzen, wenn 



(a>0 

a<0 

la«0 
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b 

x t = 

folgt, da ja offenbar 

sgn a • sgn b = sgn (ab) 

^° ) sgn a : sgn b = sgn ( y j = sgn (a -6) (6 + 0) 

ist, in unserem Falle 

sgn x x = — sgn (afe), (a 4= 0) 

d. h. # ist positiv oder negativ oder Null, je nachdem das 
Produkt (ab) negativ oder positiv oder Null ist. 

Wir geben diesem Resultate noch eine andere Form. Ist eine 
Reihe von nicht verschwindenden Größen Tt 17 Äg, fc 8 , . . . k v gegeben, 
so nennen wir die Reihe ihrer Vorzeichen 

(19) sgn& 1; sgnfc 2 , sgn& 3 , . . . sgnjfe r 

die zugehörige Zeichenreihe; sind zwei aufeinander folgende 
Glieder von (19) einander gleich, so bilden sie eine Zeichenfolge, 
sind sie einander nicht gleich, einen Zeichenwechsel. Die Summe 
der Zeichenfolgen und der Zeichen Wechsel von (19) ist, wenn v Größen 
vorliegen, gleich (v— 1). Nun können wir sagen: Hat die Zeichen- 
reihe der Eonstanten a, b 

sgn a, sgn b 

eine Zeichenfolge, so ist die Wurzel von ax + b = negativ; 
hat dagegen diese Reihe einen Zeichenwechsel, so ist die 
Wurzel der Gleichung positiv. 

§ 14. In § 4 haben wir die lineare Funktion der Veränder- 
lichen x 

y = ax + 6 

untersucht und in ihr x unbeschränkt variabel angenommen. Jetzt 
setzen wir für x der Reihe nach die äquidistanten Werte 

(20) x = 0, Ö, 28, 3<J, ... JcS 
ein und erhalten ihnen entsprechend die Reihe 

(20 a ) y = b, ad + b, 2ad + b, 3ad + 6, ... kaö + b. 

Die Aufeinanderfolge der Werte von (20 a ) wollen wir als eine arith- 
metische Reihe erster Ordnung bezeichnen und aS als die 
Differenz der Reihe; b heißt ihr Anfangsglied. Offenbar ist 
auch (20) eine solche arithmetische Reihe erster Ordnung. 

Durch die Gliederzahl, das Anfangsglied und die Differenz ist 
die Reihe vollständig bestimmt. 

Eine Reihe von Größen 6 , b lf b 2 , b 3 , . . . b k bildet eine arithme- 
tische Reihe erster Ordnung, wenn 
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h - h = h - h — h - h h — 6 *-i 

ist. Das Anfangsglied dieser Reihe ist 6 , ihre Differenz ist (& x — 6 ). 
Wir suchen die Summe der Glieder (20 a ). Es sei 

s = b + (a 8 + b) + (2 a 8 + b) + • • • + ((* - 1 ) a 8 + b) + (k a 8 + b) , 

dann ist auch in umgekehrter Anordnung der Glieder der rechten Seite 

s — (ka8 + b) + ((ft - l)a8 + b) + ((k-2)a8 + b) + • • . + (ad + b) + 6; 

addiert man beide Gleichungen spaltenweise, so ergibt sich 

2s = (ka8 + 26) + (ka8 + 25) + • • • + (JcaS + 26) + (ka8 + 2b) 
= ß + l)(ka8 + 2b), 
und also ist 

(21) 8- {k \ 1)h ad + (k + l)b. 

Aus der Gliederzahl, der Summe und der Differenz läßt sich 
leicht das Anfangsglied und aus der Gliederzahl, der Summe und 
dem Anfangsgliede die Differenz der Reihe berechnen. 

§ 15. Bedeuten in der Gleichung 

ax — b == 

a und b unbestimmte Größen, dann ist mit der Angabe des Wurzel- 
wertes 

. b 

a 

die Lösung vollendet. Sind aber a und b bestimmt gegebene Eon- 
stanten, dann kann die Ausführung der Division Schwierigkeiten 
hervorrufen. Ist z. B. b =» 1, a = % = 3,141 592 6 . . ., so wird eine 
genaue Angabe des Resultates in Zahlen überhaupt unmöglich sein; 
Gleiches findet stets statt, sobald eine der beiden Größen a, b rational 
und die andere irrational ist; und im allgemeinen, sobald beide Größen 
irrational sind. 

In solchen Fällen muß man sich mit einer angenäherten Be- 
stimmung des Wertes b : a begnügen. Dabei erwächst die Aufgabe, 
b : a in irgend einer bestimmten, vorgeschriebenen Form näherungs- 
weise zur Darstellung zu bringen, z. B., was meist am bequemsten 
ist, als Dezimalbruch. Diese Art der Darstellung kann durch ein- 
fache Division erreicht werden, und zwar können wir diese Dezimal- 
bruchentwicklung als beliebig weit fortgesetzt ansehen. Soll dagegen 
etwa eine möglichst genaue Darstellung der Größe in der Form eines 
gewöhnlichen Bruches mit dem Nenner k durchgeführt werden, so 
kann man die Reihe 

(22) -1 ± A . . • -* «+1 . . . 
^ ' k' k> k ' k ' k ' 
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bilden und, wenn keins ihrer Glieder selbst = b : a ist, durch Ver- 
suche leicht dasjenige Glied ~ bestimmen, für welches 



»(7-*) (4 -*£) — ! 



wird. Dann muß, da die erste der Klammern größer ist als die 
zweite, die erste positiv und die zweite negativ werden; es liegt 

demnach ^ . q q 4- l 

— zwischen •%■ und 1~ 

und zwar näher dem ersten oder dem zweiten dieser beiden Brüche, 
je nachdem 

(l-l)<( 8 4 i -l) — ('-!)> W-l) 

ist, d. h. je nachdem 

2 A < ?*±2 oder 2 A>!«±1 

a k a k 

gilt. Für den Fall . , , 

a k 

liegen beide Brüche -f" und g "^ gleich nahe an — • — Die bei 

dieser Bestimmung notwendigen Vergleichungen von — mit den 

Brüchen (22) lassen sich durch Vergleichung ihrer Dezimalbruch- 
darstellungen liefern. Die direkte Berechnung von q geschieht auf 

die folgende Art. Man multipliziert den Dezimalbruch, der — nähe- 
rungsweise angibt, mit &; dann ist q gleich der vor dem Komma 
stehenden ganzen Zahl des Produktes. Bezeichnen wir die in einer 
positiven Größe a steckende, größte ganze Zahl durch das Symbol 

w, 

dann ist also, auch abgesehen von der Dezimalbruchdarstellung, 

i-K] 

zu setzen. 

§ 16. Eine andere Art von Näherungswertbestimmungen gründet 

sich auf die Theorie der Kettenbrüche. Wir schreiben, wenn — als 
als Kettenbruch dargestellt werden soll, 

b = n • a -f \ ; n = — und also b x < a , 



(23) a - n, - b t + b 2 

\ a ^1 * h + h 



Wl==s ["^] » » h t< h u 

«2 = [ J 99 » h<h, 
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Hierbei werden, wenn a und b ganze Zahlen sind, was wir zunächst 
annehmen wollen, b 1} b 2 , 6 3 , ... ganze positive, stets abnehmende 
Zahlen. Folglich stoßen wir bei Fortsetzung der Operationen (22) 
auf ein ft^i^O; dann endet das Schema (23) mit den Gleichungen 

(23a) J r _ x = «A; »r = [^] = ^- 

Aus den Gleichungen (23) und (23 a ) bilden wir der Reihe nach 

Durch Einsetzen ergibt sich daraus ein sogenannter Eettenbruch, 
nämlich 

= ^ + 



a ° ' n t + 1 



n t + 1 



• -r — 



Diese eben benutzte, recht unbequeme Schreibweise ist durch 
andere, bequemere ersetzt worden. Wir wählen die leicht verständ- 
liche folgende auf den Gebrauch schräger Bruchstriche sich stützende, 

(24) ~ - n + 1/n, + l/n 2 + l/n 3 + • • • + l/n r . 

• Wir bezeichnen nun abkürzend als Teilkettenbrüche 

(25) Wo =/5 =^ ; « + i/«!=A=f ; «o + i/"i + V«2=ft = f ; ••• 

und benennen ferner 

n o> n i> *%> • • • den nullten, ersten, zweiten, . . . Teilnenner; 



ro> ßi> &; • • • 


)7 


» 


;? 


» 


79 


Näherungswert; 


So 7 &. 7 & 7 • • • 


77 


;» 


» 


;; 


77 


Näherungszähler; 


V Q> V \7 V 17 ' * ' 


?? 


» 


» 


w 


77 


Näherungsnenner. 



Dabei ist zu bemerken, daß n eigentlich nicht als Teilnenner be- 
zeichnet werden darf; ferner, daß ß bei einem echten Bruch — gleich 

Null, und daß der letzte Näherungswert ß r = — wird; endlich, daß 

OL 

jedes -* auf seine kleinste Benennung gebracht sein soll. 

Um aus der rechten Seite von (24) den Wert des Kettenbruches 
zu berechnen, müßte man nach der gewöhnlichen Methode der Be- 
rechnung der Reihe nach bilden 

Netto, Elementare Algebra. 2 
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IM. i + IM. = r , ^ , 

und so aufrechnend rückwärts bis zu n schreiben. 

Man geht aber vorteilhafter so vor, daß man von der anderen 
Seite her beginnt, nacheinander ß Q , ß lf /J 2 , . . . berechnet und die all- 
gemeine Regel aufsucht, mittels deren man von den ersten schon 
berechneten ß 0} ß 1} . . . ß x zum nächsten ß x+1 gelangen kann. Nun 
ist für die ersten Näherungswerte 

J*_ = üö &_ = n o n i + 1 k « n o n i w > + n o + n * . 

Hierbei sind die rechten Seiten der beiden ersten Gleichungen schon 
auf ihre kleinsten Benennungen gebracht worden. Demnach ist 

w o — So> ! = * ; w o w i + ! — Si ; v i Ä w i und 

t%_ = Sfc +&) . 

Auch dieser Bruch kann nicht weiter gehoben werden; denn hätten 
w *fi + ?o und n % v i + v o e i nen gemeinsamen Teiler, so hätte ihn auch 

(w, ti + Q v x - (n 2 v x + v ) & = go i/ x - v ^ = w • ^ - 1 • (w n t + 1 ) 1 ; 

folglich haben Zähler und Nenner keinen gemeinsamen Teiler, und 
es ist 

Nun ist es klar, daß man von ß 2 auf ß z kommt, wenn man in ß 2 
den Teilnenner w 2 durch n 2 + l/w 3 ersetzt. Es wird demnach 

fc _ («i + *M)fc+fc _ («,tk+fc)«»+tk _ k*« + fc . 

*S (»4 + V«ä) "l + "o ("l *1 + *o) W 8 + "l V S W S + »1 

Hier hat man wieder Zähler und Nenner ohne gemeinsamen Teiler, da ja 

(*•& + £i>2 - ( n 3 v *+ v i)S* "= ^n — S^i — ~ (So ^i ~ Si^i) = + 1 
ist, und es wird daher 

£ 8 Ä & W 8 + Sl ; V 3 — V i n * + V l 9 
Ss^2 — S2 V 8 = + 1- 

In genau derselben Weise kann man weiter schließen und erhält 
allgemein 

/oß\ bx + 1 sss *x n x + l + Cx-1 ? V x + 1 ^ v x n x + l + ^x-li 

Sx + l*'*- £x V * + l Ä (- 1 ) X - 
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Die beiden ersten Gleichungen (26) liefern die in Aussicht ge- 
stellte Methode der Berechnung für den Wert des Kettenbruches (24). 
Wir bilden dazu 

( 26 a ) k — ^ k « n <>** + 1 k = &*» + &> k = &"» + & 

f« = £g-l n a + Sq-2 £ r = 6 = £ r -l n r + ?r-2 . 

v a v a-l n a + v a-2' % a "r-X^r + *V-2 ' 

auf diese Art wird ein Kettenbruch am einfachsten aufgerechnet. Ist 
a > 6, so wird w ft = 0, und man kann — = ^- setzen. Aus — und 

— ersieht man ; daß auch eine Einführung eines weiteren Bruches 

*=*.■» 2. 

möglich wäre, mit dessen Hilfe 

gesetzt werden kann. 

Die dritte Gleichung (26) läßt sich auch in die Form bringen 

?*+i t* *(-i) x 



(27) 



v x + l *x v x v x + l 



Setzt man hierin der Reihe nach x = r — 1, r — 2, r — 3, ... 2, 1, 
und addiert die entstehenden Gleichungen, so kommt heraus 

fr__io s _l L....+ (~ 1 ) r " 1 

v r v o v o v l v \ v % v r -l ' v r ' 

d.h. 

(28) *- = n +— L. + JL + . . . + (~ 1)r " 1 . 

Aus (27) folgt weiter, daß, wenn der Wert eines Bruches zwi- 
schen zwei aufeinanderfolgenden Näherungswerten liegt, 
sein Nenner größer ist als der Nenner des höheren der 

beiden Näherungswerte. Es sei — dieser Bruch, und es seien 
— , -^ L - die beiden Näherungswerte, zwischen denen er liegt. Mit 

v x v * + 1 

|a| bezeichnen wir den absoluten Betrag von a 7 d. h. den Wert 
von a abgesehen von seinem Vorzeichen, sodaß man also setzen kann 

sgna • |a| = a. 
Dann haben wir infolge der Voraussetzung 



*x + 



»X 



v x + 1 V i 



v x v x + l 



> 



p »X 

T v x 



\P v x - tä* 
2* 
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und durch Vergleichung des zweiten mit dem vierten Ausdrucke in 
dieser Zeile 

i>Vn+i\P v *-Zt t 



Der Wert von pv x — q£ x ist eine ganze Zahl, die nicht ver- 
schwindet, da sonst gegen die Annahme — nicht zwischen den Nähe- 
rungswerten ß x und X+1 liegen, sondern mit ß x sss i x '-v x zusammen- 
fallen würde. Der Wert von \pv x — q% x \ ist also mindestens Eins, 
und folglich wird, wie behauptet war, 9 f >v x+1 . 

Als Beispiel wählen Vir die Entwicklung des Bruches 



Hier ist 



?g - 2 + 1/2 + 1/1 + 1/4 + 1/2 + 1/3. 

R _A R -iL R _ 5 • 1 + 2 7 

Po — t > Pl — 2 > P*~2.1 + l"~3> 

R 7 - 4 + 5 33 R 33 • 2 + 7 _ 73 

ft "" 3 . 4 _j_ 2 ~ 14 > " 4 ~~ 14 ■ 2 + 3 ~" 31 > 

Ä _ 73 3 -f 33 _ 252 

™ ~~ 31 • 3 + 14 "" 107 > 

der dritten Gleichung (26) entsprechen die Beziehungen 

5-1-2-2- + 1; 7 -2-3-6-- 1; 33 . 3 - 14 - 7 = + 1; 
73 - 14 - 31 - 33 = - 1; 252 • 31 - 107 - 73 « + 1; 

weiter wird nach (28) 

252 _ 1 _i i_ _i i_ l 

1Ö7 "" "• 1 • 2 2 • 3 "*" 3 • 14 14 • 31 ' 31 • 107 ' 

Als zweites Beispiel betrachten wir den angenäherten Wert von % 

314 159 265 



100 000 000 



= 3 + 1/7 + 1/15 + 1/1 + 1/292 + 1/1; 



R _A R -?? R — !ü? R -^ 
Po — ! y Pi — 7 ; P2 — 106 ; Pa — 113 * 

Hier liefert ß t die bekannte Annäherung; es wird ß 3 = 3,1415929 . . 
und also tritt hier eine Abweichung vom wahren Werte erst in der 
siebenten Dezimale ein. Dieser Näherungswert ist leicht zu merken, 
wenn man den Nenner vor den Zähler geschrieben denkt: 113 355. 

§ 17. Entwickeln wir nun eine beliebige positive Größe x in 
einen Kettenbruch, so wird dieser abbrechen, falls x rational ist, wie 
wir oben zeigten. Dagegen wird die Entwicklung niemals aufhören, 
falls x nicht rational ist, denn jeder abbrechende Bruch ist rational, 
wie die Aufrechnung nach (26 a ) ja zeigt. 

Wir setzen ähnlich wie bei (24) für beliebige positive Ganze 
n Q , n lf w 2 , ... den Kettenbruch an 

(29) x - n + \\n x + l/n a + l/w 8 + • - - + l/n M + l/n x+l + - - •, 
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wo freilich die Existenz einer solchen Größe bei nicht abbrechendem 
Bruche erst noch zu beweisen sein wird. 

Wir benutzen auch hier die Bezeichnungen (25) und setzen überdies 

* 

(30) #=w + 1/^=^+1/%+ 1^ 

Will man x berechnen, so erkennt man, daß die Aufrechnungsmethode 
des vorigen Paragraphen, welche der Reihe nach ß , ß 1} ß 2 , 
liefert, hier gar nicht zu umgehen ist. 

Die Größen w , w 1 , w^, . . . haben wir Teilnenner benannt. Die 
Größen x 1} x 2) . . . # x+1 , . . . sollen vollständige Teilnenner heißen. 
Durch die Vergleichung von (30) mit (29) ersehen wir, daß die Diffe- 
renzen 

X± Wj , #2 W 2 y "^8 W s • • * X x w x y • • • 

sämtlich echte positive Brache sind. Wir vergleichen nun 

n t -+■ t 

ß K = n + im + i/w, + • • • + iK. t + 1/», - f;- 1 1 ,*-* 

"x'x-l i v x-2 

mit 

x = w + l/n t + 1/n, H h l/w x _ x + l/x x 

und erkennen dabei, daß man von ß x zu x kommt, wenn man in 
dem Ausdrucke des Näherungswertes ß x den Teilnenner n x durch den 
vollständigen Teilnenner x x ersetzt. Nun ist nach (26 Ä ) 

Px ~~ w x 1 'x-l + l 'x-2 , 
und also wird 

(31) g , *'*«-* + fc-» . 

V ^ *x"x-l + "x-2 

Daraus folgt weiter, indem man in (31) das x durch (x + 1) ersetzt, 

(32) — ^x + lk + fx-l £x _ ^x-l^x — ^"x-l _ (— 1)* 



*x + l v x + v x-l "x v xO c x + l*x + *x-l) "xOWx + 'x-l)' 



vx-r 



/Q«)a\ r __/J ^ ^x + l^x + k-l ?x-l _ Jg x-f-l(^x y x-l'~'^x-l y x) _^ (~~ *) ^ X -H 

^ ^ P ^" 1 ^x + l^x+^x-l v x-l~~ V-l(** + l»* + "x-l) "x-l^x + l^x+'x-l) 

Es haben also (x — ß x ) und (x — ß x _ 1 ) ungleiche Signa; d.h. # liegt 
zwischen je zwei* aufeinanderfolgenden Näherungswerten 
ß x _ t und ß x . Aus den Vorzeichen der rechten Seiten von (32) und 
(32*) folgt: Die Näherungswerte mit geradem Index x sind 
kleinlr als x. Da # x+1 > 1, v x _ t < v x ist, so ist der Betrag der 
rechten Seite von (32 Ä ) größer als der bei (32): Der höhere Nähe- 
rungswert ß x liegt dem x näher als der niedere /3 X-1 . Da in 
(32) rechts die Klammer des Nenners mindestens = v x + v x _ u also 
> v x ist, so folgt: Der absolute Wert der Differenz (x — ß x ) ist 
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kleiner als das Quadrat des reziproken Wertes des Nenners 
von ß x . Will man daher x mit solcher Genauigkeit durch einen 

Kettenbruch darstellen, daß der Fehler, absolut genommen, <— ist, 

dann reicht es aus, den ersten Näherungswert zu wählen, für den 
das Quadrat des Nenners > q wird. 

Genau wie (32) und (32 a ), so findet man auch die Formel 

(— l)*n x (_ i)* 

< 32 > < , -->"--..-,( V .-,+>.-o-, < _ i („,_ i+ ^y 

aus welcher hervorgeht, daß 

A < A < A < A < ' * * ; 

A > A > A > A > • • • 

ist. Nimmt man hierzu noch (27) in der Gestalt 

I Px + 1 Px I =E: i Z, 

'x • x + 1 

und bedenkt, daß die v x mit wachsendem x immer größer werden 
und zwar, wenn die Reihe der v nicht abbricht, beliebig groß, da ja 

*Wl - *x"x+l + V *-l ^ V x + V x-l > 2v x-l , 

V x + 2> 2v x, 

V x + 3> 2 ^x + l> 4v x-l. ■•• 

ist, so läßt sich nun leicht folgern, daß jeder unendliche Eettenbruch 
mit positiven ganzen Teilnennern eine reelle Größe darstellt. Am 
einfachsten erkennt man dies aus der geometrischen Veranschaulichung 
der ß 0) ß lf ß i} ... durch ihre Abscissen: 



h — i 



ßo ß% ß* ß* ßs ft> ßt ßt ßt ßi 

Fig. 2. 

Aus ihr geht hervor, daß die ß x mit wachsendem Index x sich der ge- 
meinsamen Grenze nähern, welche für jede der beiden einzelnen Reihen 

A; A, A; A> • • • (A«+i > Ax) ,a * belie w tje^ 

A,A,A,A, ••• (Ax+i<Ax-i) ^ Px+1 Px g ; 

besteht. 

§ 18. Die Entwicklung einer Größe in einen Kettenbruch ge- 
stattet Anwendungen, die weit über den ersten Zweck der Einführung 
von Kettenbrüchen hinausgehen. Wir wollen gleich hier eine wichtige 
Verwertung der Theorie folgen lassen, müssen aber zunächst noch 
eine einfache Bemerkung anführen. 

Ist b 

— = n + l/n t + 1/üj H h l/n r , 
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so wird bei der Einhaltung unserer Entwicklungsvorschriften der 
letzte Teilnenner n r > 1 sein. Wir können also auch statt jener 
Entwicklung etwas abgeändert 

|> n + 1/n, + 1/n, + - • • + l/(» r - 1) + 1/1 

schreiben und ersehen daraus, daß man die Entwicklung einer ratio- 
nalen Größe — nach Belieben durch einen Kettenbruch mit gerader 
oder mit ungerader Zahl von Teilnennern darstellen kann. 

Wenn wir jetzt annehmen, daß — auf seine kleinste Benennung 

gebracht ist, dann werden b und a gleich dem Zähler und bezw. dem 
Nenner des letzten Näherungswertes werden; nennen wir £', v' Zähler 
und Nenner des vorhergehenden Näherungswertes, dann wird also 
nach (26) S. 18 

<-&*'- ±1, 

und zwar kann man das Vorzeichen der rechten Seite willkürlich 
annehmen, da eine der beiden Kettenbruchentwicklungen, die wir 
eben angegeben haben, die rechte Seite gleich ( — l) r , die andere 
sie gleich (— l) r+1 macht. 

Die letzte Gleichung löst nun eine sehr wichtige Aufgabe der 
Zahlentheorie, der wir auch bei der Behandlung der Gleichungen 
häufig begegnen werden; sie gehört zu den sogenannten diophan- 
tischen oder unbestimmten Gleichungen. Die erste Bezeichnung 
weist auf den großen Mathematiker Diophantos aus Alexandria hin, 
der sich zuerst mit derartigen Fragen beschäftigte; die zweite Be- 
zeichnung deutet an, daß eine gewisse Unbestimmtheit an der Lösung 
haften kann. Die Frage, um welche es sich hier handelt, ist die 
folgende : 

Es sind zwei teilerfremde, positive, ganze Zahlen a, b 
gegeben. Es sollen andere ganze Zahlen g und v gesucht 
werden, welche die Gleichung 

(33) af-&i/ = + l 

befriedigen. Zur Lösung entwickeln wir — in einen Kettenbruch 

b 



Dann ist 



a 



= n + 1/^ + l/n 2 + h 1/V 



6 = g r , a = i/ r ; a£ r -i-K_i = (-l) r ; 
wenn also r einen geraden Wert hat, befriedigt das Wertepaar 

(33») «-Sr-l, *-«V-i 

die vorgelegte Gleichung. Wenn aber r einen ungeraden Wert hat, 
dann setzen wir 
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-| = « + 1/% + 1/n, + • • • + l/(» r - 1) + 1/1, 
bezeichnen die beiden letzten Näherungswerte mit 

und haben als Lösung von (33) das Wertepaar 
(33*) £"=?/, S-iv'. 

Die „Unbestimmtheit" der Aufgabe zeigt sich darin, daß unend- 
lich viele Wertepaare £, v der Forderung Genüge leisten. Sind g^ v 
zwei Werte, die gleichfalls eine Lösung von (33) liefern, so ist zugleich 

a£ — 6v = 1 und a^ — bv =l } 
und deshalb 

« C& — &o) = & C*' — v o)- 

Da a und & keinen gemeinsamen Teiler haben, so muß a ein Teiler 
von (v — v ) und b der gleiche Teiler von (g — £ ) se * n - ■^ an bat 
demgemäß 

(34) &-[ + "/ 

v y v = v + at. 

Hier sind £ und v durch (33 a ) oder (33 b ) bestimmt, und t bedeutet 
eine willkürliche, positive oder negative ganze Zahl. Die allgemeine 
Lösung (34) enthält also noch eine unbestimmte Größe. 

Man kann nun ohne weiteres auch die allgemeinere Gleichung 

(35) ag — bv=*g 

lösen, wenn a, b teilerfremde positive Zahlen sind. Denn dazu reicht 
es aus, die Lösungen (34) von (33) mit g zu multiplizieren. 

Haben ferner die positiven ganzen Zahlen a und b den größten 
gemeinsamen Teiler d 9 so ist zur Möglichkeit einer Lösung von (35) 
erforderlich, daß auch g diesen Teiler d besitze. Ist diese Forderung 
erfüllt, dann haben wir nur die Lösung von 

d * d v d 

zu liefern; und das ist durch die Behandlung von (35) bereits ge- 
schehen. 

Wenn endlich a und b nicht beide positive ganze Zahlen sein 
sollten, dann behandeln wir zunächst statt (35) die modifizierte Glei- 
chung, in welche wir die absoluten Beträge von a und von b einführen, 

\a\ • g — \b\ • v = g 

und erhalten, wenn g', v' eine Lösung dieser Gleichung geben, die 
Werte 



Die Gleichungen ersten Grades. 25 

£ = £'• sgna, ^ = iy'-sgn6 

als eine Lösung von (35), wie sich ja sofort ergibt. 
Haben wir z. B. die unbestimmte Gleichung 

30£-13v = l 

zu lösen, so folgt nach unserer Methode 

£=10, v = 23; £ = 10 + 13*, v Q = 23 + 30*; 

für die Gleichung 

30£+13i/ = l 
erhält man 

£=10, v = -23; £0=10+13*, v = -23-30*; 

und weiter für die Gleichung 

— 30£+ 13i/ = 1 

das Lösungspaar 

£ = -10, r = -23; £ = -10-13*, v = - 23 - 30*; 

u. s. f. 

§ 19. Wir haben die Wurzel von 

ax + b = 

in einfachster Weise zu berechnen gelernt. Es macht daher gar keine 
Schwierigkeit, zu untersuchen, ob diese Gleichung die gleiche Wurzel 
besitzt wie 

a x x + b x = 0. 

Das tritt offenbar dann und nur dann ein, wenn 

a a x 

oder ab t — ba ± = ist. Diese Bedingung können wir als Determi- 
nantengleichung schreiben 

a, a x | =() 



6, 6, 

und diese Form umfaßt offenbar auch den Fall, in welchem a = ist. 
In gleicher Weise erkennt man, daß alle Determinanten der Matrix 



/a, a 1} a 2 , a 3 , . . A 
\b, b i9 6 2 , 63, . . ./ 



Null sein müssen, damit alle Gleichungen 

ax + b = 0, a t x + \ = 0, a 2 # + 6 2 = 0, a 8 # + b 3 = 0, ... 

eine gemeinsame Wurzel besitzen, und umgekehrt, daß dies auch die 
hinreichende Bedingung dafür ist. 



Zweites Kapitel. 

Die reinen Gleichungen zweiten Grades. 

§ 20. Die Gleichungen von der Form 

ax+b — 

sind als solche vom ersten Grade bezeichnet worden, weil in ihnen 
die Unbekannte in keiner höheren als der ersten Potenz auftritt; 
als Gleichungen zweiten Grades oder als quadratische Glei- 
chungen werden wir diejenigen von der Form 

ax 2 + bx + c = 

bezeichnen, welche die Unbekannte x in keiner höheren als der zweiten 
Potenz enthalten. Bevor wir aber diese allgemeine Form untersuchen, 
wenden wir uns zu den reinen Gleichungen zweiten Grades, d. h. 
zu solchen von der Gestalt 

(1) x* - a. 

Die Operation der Auflösung von (1) wird bekanntlich durch 

(l a ) x = yä 

angedeutet; sie heißt die Ausziehung der Quadratwurzel aus a. 

Wir nehmen zunächst a als eine positive Zahl an. Faßt man 
nun in (x 2 — a) das x als Variable auf und läßt es alle Werte von 
# = — <x> bis # = + oo stetig durchlaufen, so wird für große nega- 
tive Werte von x zuerst (x 2 — a) positiv werden ; für x = wird 
(x 2 —a) negativ; und für große positive Werte von x ist wieder 
(x 2 — a) positiv. Der Ausdruck (x 2 — a) wird also für ein negatives 
x = x und auch für ein positives x = x 1 zu Null werden, d. h. (1) 
hat die Wurzeln x und x t ] offenbar ist x x = — # ; es sind dies die 
Quadratwurzeln aus a. 

Wir machen bei diesen Betrachtungen darauf aufmerksam, daß 
wir uns hier des Begriffes der Stetigkeit in der Arithmetik bedient 
haben, wie er wohl in der Geometrie seine Berechtigung hat, hier 
aber nicht ohne weiteres verwandt werden dar£ Doch wollen wir auf 
eine folgerichtige Einführung der irrationalen Zahlen und der Stetig- 
keit verzichten. 
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Ist einmal die Existenz von + ^ angenommen, dann ist eine nähe- 
rungsweise Berechnung durch die eben angedeutete Methode leicht. 
Wir teilen zuerst alle ganzen Zahlen in zwei Teile, deren erster alle 
die enthält, deren Quadrate < a sind; der zweite die, deren Quadrate 
> a sind; ist nicht zufällig a das Quadrat einer ganzen Zahl, was 
wir ausschließen wollen, dann ist die größte Zahl 4 im ersten Teile 
um 1 geringer als die kleinste im zweiten Teile. Dann ist also 

4 2 <a<(4 + l) 2 . 

Teilt man nun die Strecke von A bis A + 1 in 10 Teile, so werden 
die Grenzen dieser Teile die Dezimalbrüche 

4; 4 + 0,1; 4 + 0,2;..- 4 + 0,9; 4+1. 

Diese teilen wir wieder in zwei Teile, sodaß der erste alle Brüche 
enthält, deren Quadrate < a sind, u. s. f. 4 + 0, 1 ■ 4j sei der größte 
Zahlenwert unter denen des ersten Teils. Dann ist wieder 

(4 + 0, 1 • A x y < a < (4 + 0, 1 • Ut + l)) 2 ; (4 X ganzzahlig < 10). 

Ebenso gehen wir weiter zu 

(4 + 0-, 1 • A x + 0, Ol • 4,)' < a < {A + 0, 1 • A x + 0, Ol • (4, + l)) 2 , 

indem wir zwischen 4 + 0, 1 • 4 1 und 4 + 0, 1 (A x + 1) wieder neue 
äquidistante Werte einschieben u. s. f. Auf diese Weise können wir 
zwei beliebig nahe aneinander liegende Werte erhalten 4 und 4^, sodaß 

4 2 <a<4i 2 

wird. Es muß aber ausdrücklich hervorgehoben werden, daß ein Be- 
weis der Existenz von ]/äauch in diesen Überlegungen nicht steckt, 
sondern daß dieser erst durch eine Grenzbetrachtung geliefert werden 
könnte. 

Ferner braucht wohl kaum darauf hingewiesen zu werden, daß 
die Einteilung jedes Intervalles in 10 gleiche Teile nur wegen der 
Darstellung der Wurzel durch einen Dezimalbruch gewählt worden 
ist. Man hätte ebensogut eine andere Einteilung wählen können, 
z. B. die einfachste, bei der jedes Intervall halbiert wird. 

§ 21. Die angegebene Art der Quadratwurzelberechnung ist sehr 
umständlich und ermüdend; die gewöhnliche Methode ist zwar aus 
aus den Elementen bekannt, jedoch wollen wir hier einige Bemerkungen 
über sie machen. Der Bequemlichkeit halber knüpfen wir an ein 
Beispiel an. Es sei zu berechnen 



x = 1/375768. 
Wir setzen im Anschluß an das Dezimalsystem 

a; — 100 ■ a + 10 • 6 + c + 0, 1 • d + 0,01 • * + • • • 
(a, 6, c, d 7 c, • • • positiv, ganzzahlig, kleiner als 10) 
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und erkennen sofort, daß a dadurch bestimmt wird, daß 37 zwischen 
a 2 und (a + l) 2 liegt; a ist also = 6. Unser Schema für die Quadrat- 
wurzelausziehung beginnt daher mit 



V375 768 = 600 + 10 . b + c + • • .; 
(100 . a*) - 360000 

15 768 
für den Rest 15 768 muß die Gleichung bestehen 

15 768 = (600 + 106 + c + • • .) 2 - 600* 
= 1200- (10-6 + C + 0,1- rf + ...) + (10.& + c + ? l.d + ...) 2 ; 
deshalb wird 

12 000 \ 0+ 10 "*" 100 ^ / + 12 000 

Da alle Glieder der rechten Seite positiv sind, so folgt unter Benutzung 
des Zeichens [a] aus § 15 S. 16 

. ^[16 7681 
= Ll2 000j' 

undda (^ + j^ + -..)<1 und (106 + c + 0,1 . d + •••)< 100 ist, 
so folgt 

^ ^ Ll2 oooj 
Folglich ist 

»-sä ,«-ssr+i»oooes]<u»w*d, 
»-sä-». . KäT+^gs]^™ »• 

Es zeigt sich also, daß die Methode nur ein systematisches 
Probieren ist. — In unserem Beispiele tritt hier zunächst der erste 
Fall auf. Es ist 

[SS] = 1 und 1 + 12 000 < 15 768, also 6 = 1. 

Unser Schema setzt sich jetzt folgendermaßen fort 

y375 768 = 600 + 10 + c + 0,1 • d -\ 

360000 

12 000/ 15 768 
(200-a+10-6)10& = 12100 

3 668. 
Es muß also, ähnlich wie oben, für den Best 3668 gelten 
3668 = (610 + c + 0,1 • d + • • •)* - 610* 

= 1220 (c + 0,1 -d +■•■) + (e + 0,1 • d + • ■ •)*; 
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deshalb wird 

•*[£]-» - «+ 2 >S]-8 

d. h. o gleich 3 oder gleich 2, je nachdem 

1220 . 3 + 3 2 < oder > 3668 

ist. Hier tritt also der zweite Fall ein, und wir haben c = 2 zu 
setzen. Unser Schema nimmt demnach die Gestalt an 

^375 768 -600 + 10 + 2 + 0,1 -d + 0,01-e + .. - 
360000 

15 768 
12100 



1220/ 3 668 
(200.a + 20-6 + c)c= 3444 

1224 

u. s. f. in bekannter Weise. 

§ 22. Die eben besprochene elementare Methode der Quadrat- 
wurzelberechnung liefert bei jedem neuen Schritte eine neue Dezimal- 
bruchstelle in genauer Bestimmung; doch ist dabei, wie wir sahen, 
ein Probieren nicht zu vermeiden. Fordert man bei jedem neuen 
Schritte nur größere Genauigkeit der Bestimmung, ohne daß die 
Sicherheit einer bestimmten Zahl von neuen Dezimalbruchstellen vor- 
geschrieben oder unmittelbar kenntlich wäre, dann können wir mit 
Vorteil eine andere Berechnungsart, die sogenannte Newtonsche 
Näherungsmethode, verwenden. 

Wir gehen bei der Berechnung von "j/ä so vor: Es sei auf irgend 
eine Art ein Näherungswert x t für die Wurzel "j/abestimmt worden, 
wobei nicht an die Bezeichnung aus der Theorie der Kettenbrüche 
zu denken ist, sondern an einen Wert x lf für welchen (%} — a) einen 
relativ kleinen Wert annimmt. Der Begriff eines „kleinen Wertes" 
ist kein fester, und somit kann auch der Begriff des „Näherungs- 
wertes" hier noch nicht scharf gefaßt werden; das wird sich eben im 
Laufe der Untersuchung von selbst zurechtrücken. 

Ist x x also ein Näherungswert von Yd, und setzen wir die Be- 
zeichnung fest 

Ya — x t =» d u 

so können wir i t als den bei x x gemachten Fehler oder die zu x ± 
gehörige Korrektion bezeichnen. Wüßten wir diese Korrektion 
genau anzugeben, so hätten wir die Wurzel genau bestimmt. Nun 
ist, wie die letzte Gleichung zeigt, 

a-0?=2tf 1 ai+tff; 
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wir wollen den Begriff des Näherungswertes dadurch genauer fixieren, 
daß wir annehmen, d\ könne ohne beträchtlichen Schaden gegen d t 
vernachlässigt werden. Dann ergibt die letzte Gleichung angenähert 

( 2 ) «i " ^fS 

und 

(2 ft ) ^ = Xl + 8 x = ^- 

ist ein zweiter, wahrscheinlich genauerer Näherungswert. Ist S a der 
zu x a gehörige Fehler, so findet man ebenso eine Reihe von weiteren 

Näherungswerten 

, « a-\-x\ 

X S — X % "T ö 2 — 2x ? 
_ J_ A — a -\~ x l 

x *- x 9-r°s— 2a . s ; 



und es ist wahrscheinlich, daß x 19 x 2 , x 3 , # 4 , • • • sich dem wirklichen 
Werte von ]/a mehr und mehr nähern werden, und zwar so, daß 



Ya — x 1} yä—x 2 , yä— 



X 



8? 



die Null als Grenze haben werden. Wir sagen in diesem Falle, daß 
die Reihe der x x den Wert ]/a zur Grenze hat. 

Ein Beispiel möge das bisher über die Methode Gesagte er- 
läutern. Wir setzen a = 7, x x = 2, dann ist 

7 = x \ + 2*^ — 4 + 4*, 

Hier ist statt f gesetzt worden 0,7; das geht, da es sich ja nur nm 
angenäherte Rechnung handelt. Weiter folgt nach der Methode 

x i = x 1 + d 1 = 2,7, 

7- «5 + 20,^-7,29 + 5^4*,, 

«J = 7 ~ Y 29 0,055. 

Hier ist die Korrektur negativ, weil der Wert von x x zu groß ge- 
wesen ist. Weiter ergibt sich 

x s = x 2 + s z = 2,645, 

7 = x\ + 2d s x 3 = 6,996 + 5,290 d 3 , 

# 4 =;z s +<? 3 = 2,645 756, 

7 = x\ + 2d^= 7,00002481 + 5,291512<J 4 

^^^-- — 0^00^889, 

# 5 = 2,6457513111. 
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Der wahre Wert hat an letzter Stelle 0,6 statt der 1; es ist also 
x 6 auf alle 10 Dezimalen richtig berechnet. 

Wir müssen nun die vorher als wahrscheinlich hingestellten Be- 
hauptungen genauer präzisieren; denn allgemein sind sie nicht richtig, 
wie x x = 0, x 2 = oo und dann auch weiter x 3 = x± ==... = oo zeigt. 
Wir haben also auf diese Verhältnisse näher einzugehen und fragen, 
wann x 2 genauer als x 19 d. h. wenn 

(3) | a - x\ |< | a - x\ 
wird. Wir finden aus (2 a ) 

(4) a — x\=* a ! — . * — - = — v A * - 

v J 2 ±x\ ±x\ 

Daraus geht sofort hervor, daß alle Differenzen 

a — x\ y a — x\ y a — x\y--- 
negativ und also alle Quadrate 

sein werden; d. h. alle Näherungswerte x 2 , x 3 , # 4 , • • •, die auf 
den ersten, x u folgen, übertreffen den wahren Wert der j/a; 
solche Näherungswerte wollen wir obere nennen. 

Durch (4) gestaltet sich die obige, an (3) geknüpfte Frage fol- 
gendermaßen: Wann wird 

- — \ — tt 1 - <C\ a — x: \ 

werden? Wir nehmen zuerst an, daß bereits x\ > a sei; dann geht 
unsere Beziehung, da | a — #* | = x\ — a wird, in die Form 

und also in 

x\ — a < 4#* , 

- a < 3x\ 

über. Das ist stets erfüllt, da die Größe rechts positiv und die Größe 
links negativ ist. Also folgt: Jeder der Näherungswerte x 2} x s , x±, ••• 
ist genauer als der vorhergehende. Ist dagegen x\ < a, d.h. 
x x ein unterer Näherungswert, so folgt aus der Forderung 

(a — x\)* . 2 
^- <i a — x* 

±x* ^ " ^1 



genau wie vorher 



a — x\ < 4ix\ , 
a < 5x\, 



,2 - a 



x\> 



6 ' 
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und also erkennt man 

(5) -f-<^<»; 

d. h.: Damit bei einem unteren Näherungswerte x x der fol- 
gende x 2 genauer als x x sei, muß (5) erfüllt sein. Da ferner 

alle x i9 # 8 , • • • obere Näherungswerte sind, so folgt: Ist x\ > — , so 

ist jeder Wert aus der Reihe x 1} x %} x Z) • • • genauer als der 

vorangehende; ist dagegen x\ < — , so ist x t genauer als x^ 

aber jeder Wert aus der Reihe x 3 , # 8 , # 4 , • • • ist genauer als 
der vorhergehende. 

Hiermit ist aber noch nicht bewiesen, daß die x l7 x % , x s> • • • die 
"j/a zur Grenze haben, obwohl sie ihr näher und näher kommen; es 
wäre möglich, daß bei den Beziehungen 

die Differenzen (x\ — a) sich einer von verschiedenen positiven 
Grenze nähern. Gesetzt, diese Grenze wäre b, und wir setzen nun 

x \ - a - 6 + *x> 
so würden von einem bestimmten Index A = n ab alle % x beliebig 
klein werden. Dannn hätte man nach (4) 

_(*l-ay _ (b + rtf __ (b + rtf 
"T r ^ + i 4a?2 4[&+r A + a] 4(& + * a ) + 4a' 

[36* + 4ab] + [46 (r, + * a+1 ) + 4 Va+l + 4ar, +1 - 2br x - rf\ - 0. 

Wäre nun die erste Klammer, die offenbar nicht negativ ist, von 
Null verschieden, so könnte man durch Verkleinerung von x X} t x+1 
die zweite Klammer so klein machen, daß die letzte Gleichung einen 
Widerspruch böte. Folglich ist b (36 + 4a) = 0, und da b und a 
positiv sind, bei a > schließlich b = 0; d. h. die Grenze für die 
x\ ist a. 

Auch über die Größe des Fehlers, welcher zu einem x x gehört, 
gibt (4) Auskunft. Sind wir bei der Berechnung schon soweit fort- 
geschritten, daß man ohne beachtenswerten Fehler x x = ~)/a setzen kann, 
wobei zu bemerken ist, daß x\ > a wird, dann gibt (4) 



x 2 



*+i 



4a \ 4a ' > 






# 2 



* + 2 ^ 4 a ^ (4a) J 

a< 4a~ ^ (4a)' -* a \ 4a /> 



* + 3 w ^ 4 a ^ (4a)" 



oder 
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4a ^ V 4a / ' 4a ^ \ 4a / ' 4a ^ \ 4a / ' ' " 

Beginnt also die Entwickelung des Bruches 

4a 
in einen Dezimalbruch mit x Nullen, so wird diejenige von 

x hi~ a 
4a 

mit etwa 2x Nullen anfangen, d. h. die Genauigkeit verdoppelt sich 
ungefähr beim Übergange von x x zu #j +1 . 

Geht man nun auf die Korrektionen d u d i7 d S} *-' ein, so findet 
sich nach (2) und (4) 



" 2x x > 

* <& |2 J& 14 

^A + 2 Ö ^ + 2^X+1 

1 1 

4 =» I A 18 



a + 8l «/*•_*?_ v * + l 



8 *a+i*i+i * +1 af -*i+»*i+i*i+i 



;. i > 



und also, da x x > ]/a ist, 

L2l/aJ ' 2l/ä L2l/äJ ' 2Va L2l/aJ ' 



*a + i. < 



2"|/ä L2"|/aJ 2)/ä L2yäJ 2|/a L2}/< 

Beginnt demnach die Dezimalbruchentwicklung von |d a |:2|/ä 
mit x Nullen, so beginnt diejenige von |d^ + i|:2yä mit ungefähr 2x 
Nullen. Es ist daher praktisch, die Division, welche gemäß (2) von 
d x auf d x+1 führt, bis auf doppelt so viele Stellen auszudehnen, als 
Anfangsstellen mit Nullen vorhanden sind. 

§ 23. Zur angenäherten Darstellung von f/a können wir auch die 
Kettenbruchentwicklung benutzen. Natürlich setzen wir dabei voraus, 
daß a kein vollständiges Quadrat sei; denn dieser Fall erledigt sich 
ja sofort. Wir wollen die Methode zuerst an zwei Beispielen zeigen 
und wählen zunächst ^21. Setzen wir 

wobei n und z x größer als 1, und n eine ganze Zahl sein soll, so 
findet man 

f 1 V21 + 4 ' 



_ ]/21+4 
Netto, Elementare Algebra. 



»»0 = 4,*! = 
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dann setzen wir weiter 



*i = * g n i + * A2 



und finden 



5 "*" & "*" 5(1/21 + 1) ^ys+i' 

so gehen wir weiter und kommen zu dem Schema 

>/21 + 1 , 1 , . , >/21 — 3 1 , 3 

2 4 "8 / 8 «4 1/21 + 3' 

,, = ^ = „, + 1/^2+^ = 2 + 4 



1/21 + 3 . 1 , 1 . T/21 — 1 1 . 6 

* 4 = ^L_ = n 4 + l/* 5 = 1 + JL-j— = 1+ p^-j-, 
V21 + 1 _ l^pA, 1 + *_, 

5 5i/6 1 5 }/21 + 4 

V^T + 4 |17 Q , ]/21 — 4 Q| 5 

^ = ^— = ^6+1/^ = 8+^— =8 + ^^, 



j/21 + 4 



*i = 5 al- 
liier tritt ein bereits früher dagewesener vollständiger Teilnenner 
z 1 = z x wieder auf, sodaß die früheren Operationen sich von jetzt ab 
in derselben Reihenfolge wiederholen. Wir erhalten somit einen 
periodischen Kettenbruch 

Y21 =4+ 1/1+ 1/1 + 1/2 + 1/1 + 1/1 + 1/8 + 1/F+ 1/1 + 1/2+... 

Die beiden Striche über dem zweiten und dem achten Teilnenner 

sollen den Anfang der ersten und den der zweiten Periode andeuten. 
Entwickeln wir ebenso "j/29, so ergibt sich 

j/29 — 5 ^ , 4 



V29 - n + 1/^=5+^-^=5 + 



1/29 + 5 ' 

J^±*- Ml + 1/*- 2 +>%i= 2 + «_-, 

* 1 ' / 2 '4 1/29 + 3 

1/29 + 3 1 . . 1/29 — 2 1 . 6 



- W| + i/j b -i+.^ipi-i + 



5 2 « / 8 '5 l/29 + 2 ? 

l/29 + 2 . 1 , 1 , }/ 29 — 3 . , 4 

l^=„ 4 + l/, 5 = 2 + ^=- 5 -=2 + --i_, 

i — yC = « 5 + l/^ 6 =10 + r— t = 10 + l/#! ; 

>/29 = 5 + 1/2 + 1/1 + 1/1 + 1/2 + 1/10 + 1/2 + 1/1 + • • • 
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Also auch hier tritt ein periodischer Kettenbruch auf. Wir wollen 
nachweisen, daß diese Eigenschaft allgemein ist, d. h. daß sie bei der 
Eettenbruchentwicklung jeder ganzen Zahl auftritt. Dagegen werden 
wir auf die Beweise einiger andern, aus den beiden Beispielen ersicht- 
lichen und auch wirklich allgemein gültigen Eigenschaften der Ent- 
wicklung ganzer Zahlen in Eettenbrüche hier nicht eingehen. 

Wir setzen 



Yä = n + l/x ± 



(6) 



*i = 



x, 



2 



X — 
•"x 



^x + 1 — 



2i 

yä+p s 



= n 1 + l/x 2 
— Wj + l/# s 



w = IVaL 

W 2 sss Y X i\> 



Vä+P x+ i 



= n x + l/x x+1 ^-[«J, 



*x + l 



"" W x + 1 + V#x + 2 



n 



x + l 



L^x+iJ? 



Wir wollen nun nachweisen, daß alle p x , q x ganze positive Zahlen 
sind, und daß 

(6») jPx<y^, 2x<V5"+Px<2y^ 

ist. Für x = 1 hat man, wie sofort ersichtlich ist, 



ferner ist 



Pi Ä w , q t 



a 



ML? • 



n, 



o? 



X 



Px -n ^[ya]<ya, 



Wir können also induktiv verfahren, d. h. annehmen, unsere Be- 
hauptungen seien für die Indices 1, 2, 3, • • • x richtig, und beweisen, 
daß sie dann auch noch für den Index (x + 1) gelten. 
Aus der vorletzten Gleichung von (6) folgt 

1 _ y^-^xgx-^x) 






ff-.« = 



'x + l [«-("xfc-ftr) 1 ]--«« ' 

und die Vergleichung mit der letzten Gleichung aus (6) liefert 
(7) Px+i= w x2x--JPx> 



(7 a ) 
(7 b ) 



«x + l^ 



a-|£ + i + &&+,.. 



36 Zweites Kapitel. § 23— § 24, 

Setzt man in (7 b ) für x ein (x — 1) und berücksichtigt (7), so er- 
hält man 

(ß) 2x+i - &-i + 2w xPx - >*x2x' 

Aus (7) und (8) folgt, daß |) x+1 und j x+1 ganze Zahlen sind. 
Da ferner x x — n x > und q x > ist, so wird 

:*X 

und weiter ist wegen (6 a ) 

Vä- p x + n x q x =fyä - Px )+ n x q x > 0, 
und also 

(Vä~P x + n x q x )(V<t + P M - w x « x ) Ä (V« + A+JCV«- A+i) > °> 

« — i£+i>o, 

ffx + i= £~~ >0 ' 

Hierdurch ist bewiesen, daß # x+1 eine positive ganze Zahl wird, 
und daß der erste Teil von (6 Ä ) auch für den Index (x + 1) gilt. 

Um zu zeigen, daß p x+1 positiv ist, nehmen wir an, dies wäre 
nicht so, sondern man hätte 

l > x+i = w x«x-l>x< ; 
dies gäbe 



n 



was unmöglich ist. Also ist auch p x+1 eine positive ganze Zahl. 
Da endlich x x+l > 1 ist, so folgt auch für den letzten Satz von 
(6 a ) die weitere Gültigkeit 

und unsere Behauptungen sind in allen Teilen bewiesen. 

Nach (6 a ) gibt es für p x höchstens []/a] und für q x höchstens 
2 [Va] mögliche Werte. Da die Entwicklung des Kettenbruches nie- 
mals abbricht, so muß nach weniger als Yä • 2 Yä= 2 a Gliedern eine 
Kombination der p x} q x wieder eintreten, welche früher schon vor- 
handen war, d. h. es muß für gewisse x, X werden 

Dann wird auch, da die Fortsetzung der Entwickelung eindeutig ist, 

Px + Z + 1~ Px + lt Qx + X + l sss Qx + 1> 
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d. h. der Kettenbruch ist von einem bestimmten Gliede ab 
periodisch. 

Wir können nun auch folgern, daß 

sei. Zunächst hat man nämlich 

V*-Px + 1 



a 



Pl+i 



«x + i 2x+i(V«"+i>x + i) Vä+n x ci x —p x V^-p, 



<i; 



+ ». 



denn("|/a — p x ) : q x ist positiv und w x I> 1. Die linke Seite ist daher 
für jeden Wert von x kleiner als 1. Ferner folgt aus 



Va-» 



+ n = 



V"+Px + l «x + i 



2x ' Ä % Y^-P x + t 

wegen des eben abgeleiteten Resultates 



(9) 



L}fo-P x +xJ 



Aus jp x+1 , # x+1 folgt also eindeutig n x und deshalb wegen (7) und 
(7 b ) p x und q x . Demnach wird 



Px + l-l^Px-l? Sfx + A-l^ft- 



i? 



Die Periode beginnt also mit n X7 wie dies die Beispiele zeigten. 

§ 24. An diese Entwicklungen können wir ohne weiteres die 
Lösung eines wichtigen Problems diophantischer Natur knüpfen. 

Hat X dieselbe Bedeutung wie am Schlüsse des vorigen Para- 
graphen, so ist x x + t — ^=1 :(Yä— w ) und nach § 17, (31) S. 21 

V» t( v A- Vi-i) - fci.J - (Sa- i^fc-i) - flvi.i ; 

da ]/ä nicht rational ist, muß die Klammer links sowie die rechte 
Seite verschwinden: 



V: 



•Va-i— &-i 



fc-i 



— v 



X-l 



Da auch a;,^«^ ist, u. s. f., so ergibt sich 

(10) fr-i-a-^a-i-O-l)**. 

Diese Gleichung löst die Aufgabe, zwei ganze Zahlen u und t> 
so zu bestimmen, daß 

(11) 



ti J 



a • v % = 1 
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wird. Entwickelt man ]/a in einen Kettenbruch, und ist X der Index 
der Periode, so wird bei geradem X jedes Paar 

u - ^i-i> v Ä V-* fo - 1, 2, S, • - •) 
der Gleichung (11) gentigen; bei ungeradem A dagegen jedes Paar 

* - &< *-i> v Ä *V-i (9 - 1» 2, 3, • • •)- 
So liefern unsere beiden Beispiele für]/21 und "^29 folgendes: 

I) ]/2l; X - 4. 

XT „, , 5 6 29 35 879 414 2036 2449 

Näherungswerte: T , T , y, y, -^, -^-, w , w , • • • 

£ 8 = 35,1/3=65 35 , -21.6 , -l, 
£ 7 - 2449, v 7 - 420; 2449 2 - 21 - 420 2 - 1 , 

H) ]/29; X = 5. 

v „, , 6 11 16 27 70 727 1524 2251 3775 9801 

JNaHerungswerte: y, y, y, y, lg , 13ß , 283 , yjy, -^p jg^, • • • 

£ 4 -70, v 4 -18; 70 2 -29.13 2 1 

& - 9801, v 9 - 1820; 9801 2 - 29 • 1820 2 - 1 . 

Die Gleichung (11) heißt die Pellsche Gleichung; ihre vollständige 
Diskussion wird in der Zahlentheorie geliefert. 
Aus (10) folgt eine Reihe von Lösungen für 

v? — a • v* = — 1 , 

falls die Periode eine ungerade Gliederanzahl X darbietet. 

§ 25. Wir haben bisher a in ]/ä als positive Zahl vorausgesetzt. 
Nunmehr taucht die Frage auf, wie das Problem sich modifiziert, 
wenn die Quadratwurzel aus einer negativen Zahl gezogen, d. h. wenn 
die Aufgabe 

(12) x 2 + a = (sgna = + l) 

gelöst werden soll. Nehmen wir an, x t wäre eine Wurzel dieser 
Gleichung, so kann x x sicher nicht reell sein, da das Quadrat jeder 
reellen Größe positiv ist. Unser bisheriges Zahlengebiet reicht also 
zur Lösung der gestellten Aufgabe nicht aus. 

Die ihm angehörigen Größen können nun sämtlich durch eine 
endliche oder eine unendliche Anzahl von elementaren Operationen 
aus der Einheit abgeleitet werden. Wir führen jetzt neben dieser 
Einheit 1 noch eine neue Einheit ein, die wir j nennen wollen, 
und betrachten 'alle Zahlen von der Form 

a = e^ • 1 + «2 • j = «j + cc 2 j, 
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in denen cc x und cc 2 reelle Zahlen bedeuten. Damit durch diese Ein- 
führung eine Erweiterung des Gebietes der Zahlen dem bisherigen 
gegenüber erreicht werde, ist es notwendig, daß j nicht zum früheren 
Bereiche, zu dem der reellen Zahlen gehöre. Wir wollen ferner die 
beschränkenden Forderungen stellen, daß die Rechnungsregeln des 
reellen Gebietes auch in dem allgemeinen Gebiete gelten; und endlich, 
daß die Rechnungsoperationen, auf Größen des neuen Gebietes an- 
gewendet, in dem Gebiete selbst ausführbar seien. 

Es ist daher zunächst erforderlich, daß mit den beiden allge- 
meinen Zahlen 

« = <*! + a 2 j, b = ß t + ß 2 j 

auch ihre Summe in dem neuen Gebiete vorkomme. Die Definition 
der Summe, welche am einfachsten und natürlichsten zu sein scheint, 
ist die folgende 

(13) a + h - (a x + ß ± ) + (fy + ßjj. 

Wir wollen sie zu Grunde legen, behaupten dabei aber durchaus 
nicht, daß diese Definition eine notwendige sei; es könnten an ihre 
Stelle viele andere gesetzt werden. 

Bei der Multiplikation ist nun zunächst zu fordern, daß das Produkt 

(14) K + «tf) (A + ßj) 

den Rechnungsregeln der reellen Zahlen unterworfen und daß es also 

(14») - «i A + («i A + «*A)i + «ißtj* 

gesetzt werden darf. Ferner ist zu fordern, daß dieser Ausdruck dem 
Gebiete selbst angehört; und da dies bei den ersten beiden Summanden 
und bei dem Faktor a^ß 2 bereits der Fall ist, daß auch das Quadrat 
von j von gleicher Form 

(14*) f = u x + u 2 j 

wird. Diese Bedingung können wir als eine Gleichung für j auf- 
fassen. Sie wird allein befriedigt durch die beiden Werte 



Damit nun aber nicht etwa j dem reellen Gebiete angehöre, muß der 
Radikand negativ, d. h. 

sga (i "1 + «0 ' 1 

sein; denn wäre dies nicht der Fall, so könnte die Wurzel im reellen 
Gebiete ausgezogen werden, und das erweiterte Gebiet fiele mit dem 
bisherigen reellen zusammen. Wir setzen daher, wenn h eine reelle 
Größe bedeutet, 

i ug + t^ = — * f , 

j = — ^Ui + kY^i. 
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Es ist nun ersichtlich, daß das neue Zahlengebiet sich seinem Inhalte 
nach nicht ändert, wenn wir als neue Einheit nicht j, sondern die 
daraus hergeleitete neue Größe 

% k 

als Einheit einfuhren; denn es ist einerseits jede Zahl 

«1 + «*/-=«! + «»(— i*«l+*0 = («1 — i a 3 W s) + «!*•*, 

und andererseits jede Zahl 

cc t + a 2 i - « x + < V fc - («i + "|jf j + y • J* 

sodaß jede Zahl des Bereiches (l,j) auch dem Bereiche (1, i) an- 
gehört und umgekehrt. Diese Zahl 

(i5) ' »-y=rr I 

nehmen wir jetzt als eine neue Einheit der bisherigen Einheit 1 
gegenüber noch hinzu und betrachten das gesamte neue Gebiet der 
Größen 



(15 a ) a + bi - a + by— 1 . 

Wir nennen dies das Gebiet der komplexen Zahlen und be- 
zeichnen i als die imaginäre Einheit. Sie ist mit dem Gebiete 
der reellen Zahlen dadurch verbunden, daß überall das Quadrat von 
i durch (—1) ersetzt werden darf. 

Hieraus ergeben sich die Potenzen von i folgendermaßen: 

i^Y^l, i 2 =-l, i* i, t 4 -l, 

i 5 = i, i 6 = — 1, i 7 = — i f i 8 = 1, 



und allgemein, wenn n eine ganze positive Zahl bedeutet, 

^«+1 — ^ »*»+» — — 1, i*»+» — — i, i 4 »+ 4 =l. 
Die Multiplikationsformel (14) wird hier zu 
(14*) fo + «,0 (ft + ß 2 i) - Kft - a 2 ft) + K& + «i jjji. 
Die Gleichung (12), von der wir ausgingen, hat also die Lösungen 

x = ± ]/ä • i ; 

fragen wir nun aber in naturgemäßer Erweiterung des Problems nach 
der Lösung von 

(12 a ) a 2 — ai, (sgn a — + 1), 

so steht noch nicht fest, daß diese auch im erweiterten Gebiete der 
komplexen Zahlen geliefert werden kann. Wir wollen zeigen, daß 
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es der Fall ist. Wir nehmen an, (a -f ßi) wäre eine Wurzel von 
(12 a ). Dann müßte die Gleichung bestehen 

<s a + 2aßi + ßh* = 3 -/3 a ) + 2aßi — ai; 

dieser wird genügt, wenn wir a und ß so bestimmen, daß sie den 
beiden Gleichungen für a und ß 

a »_/32 = 0, 2uß = a 

genügen; und das findet, wie man sich leicht überzeugt, für die 
Werte statt 

Wir haben also als Lösungen 

und kommen demnach auch zur Lösung der allgemeinen Aufgabe (12 a ) 
durch die Werte 

Vai = 4- — ~^l/a. 

f Y% 

Für die Lösung der Gleichung (12 a ) reicht also die Einführung der 
komplexen Zahlen (15 a ) aus. Doch auch hier verallgemeinert sich 
sofort wieder die Fragestellung durch die Aufgabe, die reine quadra- 
tische Gleichung 
(16) x 2 = a + bi 

zu lösen. Wir wollen zeigen, daß auch dies durch Zahlen von der 
Bildung (15 a ) möglich ist, sodaß das Gebiet, in dem wir uns bewegen, 
hierbei nicht weiter verallgemeinert zu werden braucht. Es ist, damit 
(ajf ßi) eine Wurzel von (16) sei, nötig, daß 

(a 2 -ß*) + 2ccßi = a + bi 

werde; und dies wird sicher erreicht, wenn man die Bedingungen 

a*-ß* = a, 2aß = b 

durch reelle Zahlen a, ß befriedigen kann. Das geschieht nun durch 
die Werte 

wie man sofort durch Einsetzung sieht; auch überzeugt man sich 
leicht davon, daß a und ß reelle Zahlen sind, falls man, was wir tun 

wollen, der inneren Wurzel Ya* + 6 2 das positive Vorzeichen gibt. 
Man kann also setzen 

(17) i^T&7=±(l/^^±^ + ]/^^ii); 
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und hierdurch ist die gestellte Aufgabe gelöst. Hätte man |/a a + 6 2 
negativ genommen, so wäre das erste Glied in der Klammer nur 
durch das zweite und dies wieder durch das erste ersetzt worden. 

Durch (17) ist bewiesen worden: 

Die Quadratwurzel aus einer komplexen Zahl (a + bi) 
ist als komplexe Zahl darstellbar. Da die reellen sowie die 
imaginären Zahlen Sonderfälle der komplexen sind, aus denen die 
ersten für 6 = und die zweiten für a = hervorgehen, so gilt für 
sie derselbe Satz, wie wir das ja auch schon im besonderen bewiesen 
haben. 

§ 26. Aus den Betrachtungen des vorigen Paragraphen ist die 
Bedeutung der komplexen Größen für die Algebra ersichtlich ge- 
worden. Wir gehen dieser großen Bedeutung halber genauer auf die 
Theorie dieser Zahlen ein. 

Wir haben + i als Wurzeln von (— 1) definiert, d. h. wir setzten 



]/-l = i 

» 

und fanden für ein ganzzahliges positives x als Exponenten 
(18) i 4 *=l; i 4x + 1 = i; ;**+* = -1; i** + 8 = _i ; 

da ferner 

v -— v « v — v • • • . 

gesetzt werden kann, so dürfen wir in (18) n auch als negative 
ganze Zahl annehmen. Die beiden Werte + i und — i heißen die 
imaginären Einheiten. Alle Zahlen ai, in denen a reell ist, 
heißen imaginäre Zahlen. Die Zahlen (a + b%) } in denen a und 6 
reell sind, heißen komplexe Zahlen; a und bi heißen die Koordi- 
naten der Zahl und zwar a die reelle Koordinate, bi die imagi- 
näre Koordinate. Die beiden Zahlen 

a -f bi und a — bi 

werden konjugiert-komplexe Zahlen genannt. 

Wir hatten im vorigen Paragraphen zweimal eine Gleichung von 

der Form 

a + bi = a x + \i 

dadurch befriedigt, daß wir 

a = a 1} b = b i 

setzten. Das war offenbar hinreichend; wir können zeigen, daß es eine 
notwendige Folge ist. In der Tat ergäbe sich aus der vorgelegten 
Gleichung, wenn (b — b t ) nicht = wäre, sodaß man durch (b — b t ) 
dividieren dürfte, 

a x — a 

1 = b=\ 5 
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da nun i keine reelle Zahl ist, so muß (a t — a) und also auch 
(6 — 6 X ) zu Null werden. Das Gleiche können wir auch so beweisen: 
Es folgt aus der Annahme sofort 

a — a x = (& x — &)i, 

(a- % )> =&-&)*;* = -&-&)»; 

daher wäre das Quadrat (a — a x ) 2 einer reellen Größe (a — a^) dem 
negativen Quadrate — (6 X — 6) 2 einer reellen Größe (6 X — b) gleich. 
Demnach müssen beide reelle Größen einzeln Null sein. Hieraus 
folgt, daß eine komplexe Größe (a + bi) nur dann verschwinden 
kann, wenn a = und 6 = ist. 

Für die Addition und für die Multiplikation komplexer Größen 
gelten die Formeln 

(19) (« + bi) + (a t + b t i) = (a + aj + (6 + b x )i, 

(20) (a + bi) (an + \%) — (aa t - 66 x ) + (ab t + a 1 &)£. 
Insbesondere folgt für das Produkt zweier konjugiert-komplexer Größen 
(20 a ) (a + 6f) (a - bi) - a 2 + 6 2 , 

d. h. dieses Produkt ist eine reelle Größe. Wir bezeichnen den posi- 



tiven Wert der Quadratwurzel aus diesem Ausdruck, also ]/a 2 + 6 2 
als den Modul oder als den absoluten Betrag von (a + bi). Der 
Modul von (a + bi) ist gleich demjenigen von (a — bt). Der Modul 



einer reellen Größe a ist gleich | a 



ähnlich schreiben wir auch bei 



komplexen Größen , n rT —, r% , . 

r |]/a 2 + 6 2 | = \a±b% 

Der Modul einer komplexen Größe kann nur dann verschwinden, 
wenn die Größe selbst verschwindet. 

Ist das Produkt (20) zweier komplexer Größen gleich Null, so 
muß einzeln jede Koordinate des Produkts verschwinden, d. h. 

aa x — 66 x = 0, ba x + ab x = 

sein. Faßt man nun in diesen Gleichungen a x und b t als Unbekannte 
auf, so folgt aus § 11, (7 a ) S. 13, daß sie nur dann eine wesent- 
liche Lösung a 17 b x haben, wenn 

h „ = a + b 
o a 

verschwindet, d. h. wenn a und 6 einzeln gleich Null sind. Man 
erkennt somit, daß ein Produkt zweier komplexer Größen nur dann 
verschwinden kann, wenn mindestens einer der Faktoren verschwindet. 
Für die Division ergibt sich 

/qj\ a + b i _ (a -|- bi) (a x — b x i) (a^ -f bbj + (c^ b — ab^i 

K ; «i + M ~" (q, +b 1 i)(a 1 -b t i) ql+ft? 

aa^ -f- bb x , <*ib — ab t . 

-Hf+bf+ «? + 6 ? *• 
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Hieraus folgt, daß eine Division mit (a x + b t i) dann und nur dann 
nicht ausführbar ist, wenn ihr Modul, d. h. also, wenn sie selbst 
Null ist. 

Die Formel (20 a ) gibt noch zu einigen wichtigen Bemerkungen 
Anlaß. 

Im Gebiete der reellen Zahlen verstehen wir unter einer Prim- 
zahl eine solche, die keine andere reelle Zahl außer der Einheit zum 
Teiler hat. Ebenso verstehen wir im Gebiete der komplexen Zahlen 
unter Primzahl eine solche, die außer den Einheiten ± 1, ±i keine 
andere komplexe Zahl zum Teiler hat. Nun ist es sehr wohl mög- 
lich, daß eine Primzahl des reellen Gebietes im komplexen Gebiete 
zerlegbar sei. So sind z. B. 2, 5, 13 . „ . reelle Primzahlen, dagegen 
wird im komplexen Gebiete 

2-(l + t)(l-t)-l«+l", 

5 = (2 + i)(2-i) = (1 + 2t)(l -2i) - V + 2*, 
13 = (3 + 2i)(3-2i) = (2 + 3i)(2-3i) = 2 2 + 3 2 , 

und (20 ft ) lehrt uns hierbei, daß jede reelle Primzahl, welche 
die Summe zweier Quadrate ist, im komplexen Gebiete sich 
in Faktoren zerlegen läßt. — 

Wir wollen nun fragen, unter welchen Bedingungen das Produkt 
zweier komplexer Faktoren a + bi und a l + b 1 i reell wird. Aus (20) 
entnehmen wir, daß dies dann und nur dann eintritt, wenn 

ist, d. h. wenn man hat 

a ± ^=xa 7 b t = — xb, 

a i + &i* ' x ( a ~ &i), 
(a + bi) (a x + \ i) = x (a + bi) (a — bi) = x(a 2 + 6 2 ), 

wo x einen reellen Faktor bedeutet. — 

Eine reelle Primzahl p kann also dann und nur dann in Fak- 
toren des komplexen Gebietes zerlegt werden, wenn sie die Form hat 

p = a 2 + 6 2 . 

Nun können a und b nicht beide gerade und nicht beide ungerade 
sein; denn in jedem dieser Fälle wäre (a 2 + 6 2 ) durch 2 teilbar (und 
p = 2 schließen wir aus). Also ist etwa 

a = 2m, b = 2n + 1, 

p = 4m 2 + 4w 2 + 4w + 1 
— 4(m 2 + n 2 + n) + 1 

zu setzen, d. h. nur solche Primzahlen, welche durch 4 dividiert den 
Rest 1 lassen können, vielleicht, in komplexe Faktoren zerlegt werden, 
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%=(a+U) 



dagegen ist keine, die durch 4 dividiert den Best 3 gibt, wie 3, 7, 
11, 19, ... zerlegbar. Die Unbestimmtheit, die unsere Betrachtungen 
hinsichtlich der ersten Art von Primzahlen gelassen haben, wird 
durch einen von Fermat gefundenen und von Euler zuerst be- 
wiesenen Satz gehoben, auf dessen Beweis wir freilich nicht eingehen 
können. Er lautet: „Jede Primzahl p von der Form (4:N+ 1) 
ist als Summe zweier Quadrate darstellbar", 

p — 4 N + 1 = a* + &*; 

folglich ist auch für jede solche Primzahl eine Faktorenzerfällung 
möglich: 

p — (a + bi) (a — bi) = (b + <*%) {b — ai). 

§ 27. Von fundamentaler Bedeutung ist für die komplexen 
Größen ihre geometrische Darstellung in einer Ebene. 

Wir fassen, wie in § 5, a und b 
als horizontale und als vertikale Ko- 
ordinaten eines Punktes P der dar- 
stellenden Ebene auf und bezeichnen 
dementsprechend a als die Abscisse 
und b als die Ordinate der Größe 
(a + bi) : 

OQ = a, QP = b. 

Das Spiegelbild von P an der horizon- 
talen Achse, d. h. der Punkt P , der 
hinsichtlich dieser Achse zu P sym- 
metrisch liegt ; stellt dann den zu 
(a + bi) konjugierten Wert (a — bi) 
dar. Wir wollen entweder den Punkt P 
selbst oder auch die Strecke OP, die in der Richtung von nach 
P zu durchlaufen ist, direkt als (a + bi) auffassen und schreiben: 
P = (a + bi). Offenbar haben wir für die absolute Länge des Radius- 
vektor OP nach dem pythagoreischen Lehrsatze die Gleichung 




fyfOrbi,) 



Fig. S 



OP = Vät+b*, 

d. h. der Radiusvektor von P ist gleich dem Modul von P. 
Ist (Fig. 4) 

P i = a i + \h P z = a i + hh 
P^P. + P,^ (a t + o>) + (b, + b 9 )i - a + V; 

OQt - a, , 0& Ä a 2> O#o - ( a i + «*) — «o? 

so erkennt man durch geometrische Betrachtungen einfachster Art, 
daß die Punkte OP 1 P P i die Ecken eines Parallelogrammes bilden, 
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in dem die beiden von ausgehenden Seiten die Summanden dar- 
stellen, und die von ausgehende Diagonale die Summe repräsentiert. 

Bei dieser Kon- 



s (a^\i) 




%*<«z+\iJ 



struktion, welche 
als geometrische 
Additionbezeich- 
net wird, erkennen 
wir dasselbe Gesetz 
der Vereinigung, 
wie es in der Me- 
chanik hervortritt, 
wenn es sich dar- 
um handelt, zwei 
Kräfte OP t und 
OP 2f die an dem- 
selben Punkte 
angreifen, zu einer 
Resultante zu ver- 
einigen. 

In dem Drei- 
ecke OP t P haben 
die drei Seiten zu 
Längen die abso- 
luten Beträge von 
a x + b t i, a 2 + b 2 i, 
a + b i] und da 
die Summe zweier 
Seiten größer und 



Fig. 4 a und 4 b. 

die Differenz zweier Seiten kleiner als die dritte Seite ist, falls das 
Dreieck nicht zu einer Strecke ausartet, so folgt die Gleichung 

(22) llflt+VH^+Mll^lfa+fliHfo^ 

oder 

(22 a ) 



i2 



I T^f+Tf - ]/a| + b\ | < Yja, + a 2 )* + (V+_6 2 ) s 

< l/^TTä? + VJ[+bl . 

Man kann (22 a ) auch auf rein arithmetischem Wege folgender- 
maßen herleiten. Es ist 

(a^-ag&J'^O, 
a\b\ -f a\b\ ^ 2a 1 a 2 b 1 b 2J 
(a* + bj) (aj + bf) > (a t a t + b t &,)>, 

- V(<4 + &!) («! + *5£<h<h + hh£ + V(«? + &?) («1 + H), 
(af + b{) - 2Y(al + bf) («1 + &|) + ( a | + &|) ^ (a 1 +a 2 ) 2 + & + &,)' 

£ («! + &?) + WM + *>!)(«! + vi) + («! + *>!)• 
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Während in der vorletzten Gleichung die linke Seite negativ war, ist 
sie in der letzten Gleichung als Quadrat positiv. Ziehen wir die 
Quadratwurzel aus diesem Ausdrucke, so würde der negative Wert 
eine Banalität liefern, und so ergibt sich (22 ft ). 

Die erhaltenen Sätze können so ausgesprochen werden: Der 
absolute Betrag der Summe zweier komplexer Größen liegt 
im allgemeinen zwischen dem absoluten Betrage der Diffe- 
renz der Moduln dieser Größen als untere, und der Summe 
der Moduln dieser Größen als obere Grenze. Die obere 
Grenze wird nur erreicht, wenn die beiden Summanden von 
aus in derselben Richtung liegen; die untere Grenze nur 
dann, wenn die beiden Summanden in entgegengesetzten 
Richtungen von aus liegen. 

Die für die Addition zweier komplexer Größen angegebene Kon- 
struktion kann leicht für die Addition mehrerer solcher Größen ver- 
wendet werden. Die Figur 5 gibt hierüber die erforderlichen Auf- 
schlüsse. Es ist in ihr p 

OPJ=OP x + OP^ ß'^ 

P X P; || und = OP 2] iHs^p' 

OP^OP^+OP^ *<C / ^l 

-PJPJ || und - OP s ; ^"C^>£^ / 

op = op b '+op^ ^f \^^^^ l 

P t 'P | und =0P 4 /X^ ^ 

und also P^^ 

OP - OP x + OP^OP z +OP^ * Fig. s. 

Aus den Figuren 4 und 4 a kann man sofort die Operation ab- 
lesen, welehe die Subtraktion repräsentiert. Es ist nämlich 

OP^-OP^OPs, 

und man muß daher, um die Differenz von OP und 0P X zu be- 
stimmen, ein Parallelogramm zeichnen, bei dem die von ausgehende 
Diagonale der Minuend und eine von ausgehende Seite der Subtra- 
hend wird. Die zweite von ausgehende Seite ist dann die Differenz. 

Es ist auch aus geometrischen Gründen klar, daß die Summe 
zweier konjugiert-komplexer Größen eine reelle, und daß die Differenz 
zweier konjugiert-komplexer Größen eine rein imaginäre Größe ist. 

§ 28. Bekanntlich ist es möglich, Punkte in einer Ebene auf 
vielfache Weise ihrer Lage nach zu bestimmen. Jede Methode einer 
solchen Bestimmung kann man als eine besondere Art eines Koordi- 
natensystems auffassen. Neben das bisher von uns benutzte recht- 
winklige Gartesische Koordinatensystem tritt als besonders wichtig 
das der Polarkoordinaten; zu diesem wollen wir jetzt übergehen, 
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I>-(<ubi) 



da seine Brauchbarkeit bei der Multiplikation komplexer Größen die- 
jenige des Cartesischen Systems übertrifft. Dagegen würde um- 
gekehrt der Gebrauch der Polarkoordinaten bei der Addition und 
Subtraktion von komplexen Größen nur Komplikationen hervorrufen. 

Den Punkt P=(a + bi) 
bestimmen wir durch die 
Länge OP 7 den Radiusvektor 
des Punktes, und zweitens 
durch den Winkel, den dieser 
Strahl OP mit einer festen 
Richtung macht. Für diese 
Richtung nehmen wir die- 
jenige der reellen, horizon- 
talen, nach der positiven Seite 
hin, gerichteten Achse. Da- 
bei bezeichnen wir die Länge r 
des Radiusvektor als den Mo- 
dul oder den absoluten 
Betrag von P und den Win- 
kel AOP = fr als die Amplitude von P. Man erkennt sofort, daß 
zwischen a, b einerseits und r, fr andererseits die folgenden Glei- 
chungen bestehen * 
(23) a = r cos fr } b = r sin #; 

löst man diese nach r und fr auf, so folgt 

sin# = 




Fig. 6. 



(24) r = l/a 2 + 6 8 ; cos#=-=^==, , 

Zwischen (23) und (24) bestehen wesentliche Unterschiede. Sind 
r und fr bekannt, so liefern die Gleichungen (23) in eindeutiger 
Weise a und &, derart, daß zu jedem Wertepaare r y fr ein einziges 
Wertepaar a, b gehört. Sind dagegen a und b bekannt, so ist zwar 
auch r eindeutig bestimmt, da von r nur der absolute Wert 



r = 



Va* + b* 
in Frage kommt, hingegen bestimmen die beiden Gleichungen für fr 



QOBfr = 



a 



sinfr = 



y a *+b*' ya*+b*' 

den Winkel fr nur bis auf Vielfache von 2#, denn es ist ja 

cos (fr + 2x7t) = cos fr, sin (fr ± 2xx) = sin fr, 

falls x eine positive ganze Zahl bedeutet. Geometrisch ist dieser 
Umstand auch klar; der Radius OA kann durch eine Drehung in 
positiver Richtung, d. h. entgegengesetzt dem Drehungssinne eines 
Uhrzeigers, in die Lage OP gebracht werden, welche durch den 



Die reinen Gleichungen zweiten Grades. 49 

Zentriwinkel fr gemessen wird (fr < 2#); aber auch durch die posi- 
tive Drehung, welche zuerst den gesamten Kreis einmal und dann 
noch das Stück fr wie vorher durchläuft, u. s. w. 

Es ist ferner zu beachten, daß durch eine einzige Gleichung, 
etwa durch die für eosfr oder für sin fr allein oder durch 

tang fr = — , d. h. fr = arc tg — 

der Winkel fr nicht einmal bis auf Vielfache von 2it festgelegt 
werden kann; denn es ist 

cos (2$r — fr) = cos fr, sin (ä — fr) = sin fr, tang (ä + fr) = tang fr } 

sodaß, je nachdem nur die Gleichung für den Kosinus, für den Sinus 
oder für die Tangente vorliegt, zu einer Lösung fr noch 

2x — fr oder n — fr oder % + fr 

als zweite Lösung tritt, welche dann zwar die gerade vorliegende 
eine Gleichung, aber nicht die unbenutzte zweite in (24) befriedigt. 

Der Umstand der Vieldeutigkeit der Umkehrung von (23) ist 
von der größten Wichtigkeit. 

§ 29. Wir kommen nun zur Anwendung der soeben eingeführten 
Darstellung auf die Theorie der komplexen Größen. Es ist 

(25) a + bi <= r (cos fr + i sin fr) 

= r(cos (fr ± 2xit) + i sin (fr ± 2xit)). 

Diese Darstellung einer komplexen Größe (a+bi) heißt ihreNormalf orm. 
Setzen wir ebenso wie in (25) 

(25 a ) a t + b t i *= r x (cos fr x + i sin fr t ) 

und bilden das Produkt der beiden komplexen Größen (25) und (25 a ), 
so ergibt sich 

(a + bi) {a x + b x i) = r(cos fr + i sin fr) • r x (cos fr ± + i sin fr ± ) 
(26) = rr t ((cos fr cos fr t — sin-fr sin^) + i (cos fr sin^ + sin fr cos# x )) 

— rr x (cos (fr + fr t ) + i sin (fr + fr t )) . 

Also folgt: Der Modul eines Produktes zweier komplexer 
Größen ist gleich dem Produkte der Moduln der einzelnen 
Faktoren; die Amplitude des Produktes ist gleich der Summe 
der Amplituden der einzelnen Faktoren. 

Es ist klar, wie sich diese Formel auf mehr als zwei Faktoren 
durch wiederholte Anwendung von (26) selbst erweitern läßt; man 
kommt zu der allgemeinen Formel 

(26») JJ(a x + b x i) = JJr z • (cos J 1 ^ + i sin J 1 ^). 

Netto, Elementare Algebra. 4 
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Setzt man in (26 a ) insbesondere alle Faktoren einander gleich, 
so findet man die sogenannte Moivre'sche Formel 

(26 b ) (a + b i) n — r" (cos nfr + i sin nfr). 

Für die Division ergibt sich 

a-\-bi r cos fr -f- 1 -sin fr r (cos fr -f- i sin fr) (cos fr t — isin^) 



a i + ^i * r i cos ^"i + * s ^ n **i r i ( cos ^i H~ * ^ ^i) ( cos ^i — * ^ ^i) 
r cos (fr — fr t ) + i sin (fr — 4^) 



cos* fr x — ** sin* fl-j 



nnd also schließlich 

(27) 



a "t"!". = — (cos (* — <&) + »sin (*-«•.)), 

d. h.: Der Modul eines Quotienten ist gleich dem Quotienten 
aus dem Modul des Zählers durch den Modul des Nenners, 
die Amplitude des Quotienten gleich der Differenz aus der 
Amplitude des Zählers und der des Nenners. 
Insbesondere ist 

(cos fr — i sin fr). 

Die geometrische Re- 
präsentation der Multi- 



(27 ft ) 



a-\-bi 
*T t (cosfy* isvnfr z ) 



1_ 
r 



T g (cQS%+isin%J 




J?-r(cosfr+ isbruty 



r 2 (cos fr 2 + * sin fr 2 ) = r (cos fr + i sin fr) 
dann muß sein 



plikation und der Division 
stellt sich für unsere Ko- 
ordinatendarstellung be- 
sonders einfach und über- 
sichtlich. 

Ist (Fig. 7) 

P = r (cos fr -f i sin fr), 
P 1 = r t (cos -0*! + i sin fr t ) 9 

P* = r 2 ( cos *i" + i sin #2) 5 
r 1 {coBfr 1 + ismfr t ), 



r 2 = r-r lf fr 2 =*fr + fr 1 . 



Bestimmt man nun (Fig. 7) auf der reellen Achse den Punkt E 
so, daß OE = 1 wird, und zieht EP und P X P 2 , dann s * n d die beiden 

Dreiecke OEP und 0P t P 2 einander 
ähnlich, da der Winkel P x 0P 2 
s #, — # t = » =. EOP ist, und da 
0P 2 : 0P 1 ^r 2 :r 1 ^r:l - OP : OE 
wird. Also reicht es, um das Produkt 
aus P und P x zu konstruieren, aus, 
das zu OPE ähnliche Dreieck 0P 2 P x 
zu bilden, bei dem die Seiten EO 
Fig. s. und P x O sich entsprechen. 
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Umgekehrt kann man, ohne die Beziehung von i zu den reellen 
Zahlen zu kennen, diese ermitteln, falls man I) die geometrische Re- 
Präsentation von (a + bi) durch OP und II) die angegebene geometrische 
Produktbildung voraussetzt. Denn macht man (Fig. 8) 0P X «== OP =» i, 
dann wird das Dreieck EOP ein rechtwinklig-gleichsckenkliges; der 
Punkt P 2 , welcher das Produkt P • P x = i • i = i 2 repräsentiert, fällt 
mit dem Punkte ( — 1) zusammen; und so ergibt sich 

i* - - 1. 

§ 30. Das Potenzieren komplexer Größen wird durch 

(26 b ) [r (cos fr + i sin d)f — r"(cos nfr + i sin n%) 

geliefert. Insbesondere finden wir für den Modul r ==» 1 einfach 

(28) (cos #• + * sin d) n «- cos nfr + i sin w-ih 

Nehmen wir den binomischen Satz als bekannt an, so folgt wegen (18) 

cosn# + isinw# = cos*# — (2)cos"- 2 #sin 2 # + f*AGQB n -*&m£% > 

+ i [(") cos" - ^ sin # - Q cos" - 8 # sin 8 d 

+ (g)cos n - 5 #sin 6 # ] 

und daher durch Trennung des Reellen und des Imaginären 

cosw# = cos*# — U)cos n_2 Osin 2 ^ + ^cos w - 4 #sin 4 <9' , 

(28 a ) w w 

sin n& = sin & [lj cos n_ * # — (o) cos n ~ 8 # sin 2 # 

+ (*) cos"- 6 # sin 4 # ]• 

Vermöge der Darstellung komplexer Größen durch Polarkoordi- 
naten sind wir imstande, die Radizierung komplexer Größen in 
trigonometrischer Form vollständig durchzuführen, ohne daß es nötig 
wäre, eine Gebietserweiterung vorzunehmen. Suchen wir nämlich q 
und <p so zu bestimmen, daß 

p(cos 9 + i sin <p) = >V(cos #• + i sin %) } 
wird, so muß 

(p(cos q> + i sin <p)) n => r(cos -9* + i sin %) 
werden und demnach gemäß (26 b ) 

@ n (cos n<p + i sin nq>) = r(cos & + i sin -9*) 
und also 

p* == r; cos nq> = cos -9*, sin tMp — sin #. 

Hier tritt 9 als n te Wurzel aus der reellen Größe r und selbst als 
reell und absolut auf. Eine und nur eine solche Größe besteht stets. 
Denn läßt man eine Variable x die Werte von bis 00 stets wachsend 
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durchlaufen, so wird af 1 gleichzeitig stets wachsend die Wertereihe 
von bis oo durchlaufen und dabei a? einmal und auch nur einmal 
den bestimmten Wert r annehmen. Ist dies für x% der Fall, dann 
ist x = q der gesuchte Wurzelwert. 

Wie wir oben sahen, kann statt fr allgemein (fr ± 2xä) und 
demnach 

coswqp = cos(# ±2xx), sin n<p = sin (fr± : 2x?t) 

gesetzt werden. Diese Gleichungen liefern 

und das sind auch die einzigen Werte für <p } deren n-faches mit fr 
in den Werten des Kosinus und des Sinus übereinstimmt. Die letzte 
Formel gibt nun aber nur n Werte, die sich voneinander nicht um 
Vielfache von 2# unterscheiden. Man erhält n solcher Werte, wenn 
man für x z. B. w aufeinander folgende ganze Zahlen einsetzt; das ist 
leicht zu sehen. Wählt man 0, 1, 2, ... (n — 1) für diese Zahlen, 
so erhält man als Lösungen 

^ n } n 7 n y n 

Es ist also 

(29) Vr(cosfr + ismfr) - |^(cos ^±^ + i sin ^±^) ; 

(x = 0, 1, . ..(n — 1)). 

Die Punkte, welche die Wurzelwerte geometrisch repräsentieren, liegen 
auf einem Kreise vom Radius q mit dem Zentrum 0; die Strahlen, 
die von aus zu den repräsentierenden Punkten führen, bilden, ein 
jeder mit dem folgenden, gleiche Winkel. 

In dem besonderen Falle r = 1 , fr «= erhalt man 

(30) fl = co 8 ^ + »sin^ («-0,1,2,. ..»-1), 
und für r = 1, fr = % ergibt sich 
(30») f=n: = cos^±^ + »sin^±^ (x = 0,l,2,...n-l). 



n n 



Wir wollen die Formel (30) geometrisch interpretieren. Alle 
durch (30) gegebenen Wurzelwerte, die wir mit 

P„ = cos 1- i sin (x = 0, 1, 2, • • • n — 1) 

bezeichnen wollen, haben den Modul 1 ; die repräsentierenden Punkte 
liegen daher sämtlich auf dem Einheitskreise, d. h. auf dem um 
mit dem Radius 1 geschlagenen Kreise. Der Winkel, welchen der 
Radius OP x mit der nach rechts gerichteten Horizontale macht, ist 



2*rt 
n 
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; folglich ist ein jeder der w Winkel 
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P OP lt P t OP if ... P.^OP^, P n _ t OP 



gleich — , d. h. das w-Eck 

PoP^r.-.P^ ist ein 
reguläres , dem Einheits- 
kreise einbeschriebenes. In 
beistehender Fig. 9 sind 
diese Verhältnisse für n = 5 
dargestellt. Man erkennt, 
daß ein enger Zusammen- 
hang zwischen der Auf- 
gabe besteht, ein regu- 
läres n-Eck zu konstruie- 
ren, und der Aufgabe, die 
w wn "Wuseln d er Einheit 

zu bestimmen. 

Wir kehren nun zu 
unserem Ausgangspunkt 
zurück und suchen 




mg. 9. 



Ya + bi = yV(cos<9- + % sin#) 

zu bestimmen. Nach unseren Resultaten gibt es für diese Quadrat- 
wurzel zwei und nur zwei Werte 

Vr(cosy -Hsiny), 

yr \cos— ^ — + *sin— ^ — J = — yV(co*y + tsm y) . 
Andererseits haben wir gefunden S. 41 

(i7) ysr+j? - ± (y v°*+£ % + a + y v*+» - « <). 

Bedenken wir, daß 



cosfr = 



1/a» + &* ' 



sin# — 



Va» + 6 S 



ist, so folgt 
sm 



+ COS-0' 



2 






cos-O* 



wir gelangen also zu zwei bekannten trigonometrischen Formeln; in 
ihnen ist das obere oder das untere Zeichen zu nehmen, je nach der 

Lage von ~ in den einzelnen Quadranten. 



Drittes Kapitel. 

Die allgemeinen Gleichungen zweiten Grades. 

§ 31. Die Gleichungen von der Form 

(1) c^+^x+c^^O 

heißen allgemeine Gleichungen zweiten Grades oder all- 
gemeine quadratische Gleichungen. Charakteristisch ist für diese 
Bezeichnung, daß die linke Seite ein Glied enthält, welches die zweite 
Potenz der Unbekannten x aufweist, und daß kein Glied mit einer 
höheren Potenz von# auftritt. Wir haben also bei den Gleichungen (1) 
£ 4= anzunehmen. Die linke Seite von (1) heißt eine ganze Funk- 
tion zweiten Grades. Durch Division mit c , die bei c +0 stets 
ausgeführt werden kann, geht (1) in die reduzierte Form 

(2) x*-2ax + b = 

über. Wir nennen (— 2 a) den Koeffizienten von x und b das ab- 
solute Glied. In der Form (1) sind c und c x die Koeffizienten von 
x? und von x, und c 2 ist das absolute Glied. Wir können (2) in die 
Form bringen 

x 9 — 2ax + a 2 = a % — b } 

(x — a) 2 = a* — b 
und so eine reine Gleichung zweiten Grades für die Unbekannte {x — a) 
erlangen. Diese Gleichung liefert dann durch Quadratwurzelausziehung 
das Resultat 

x — a = ± )/a 2 — b 
und demgemäß 

a? = »±y» 2 — b. 
Diese beiden Werte, die Wurzeln von (2), setzen wir abkürzend 



(3) x t = a + ya 2 — b } x 9 = a— Yd* — b 

und vereinigen beide Gleichungen auch wohl in die Formel 

(3 ft ) x 1)2 =a±Va*-b. 

Die Auflösung von (2) kann auch auf die folgende Weise durch- 
geführt werden. Wir setzen in (2) x = y + und dürfen dann über 
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eine der beiden Unbekannten y und z noch ganz beliebig verfügen. 
Durch die Substitution entsteht 

y 2 + 2yz + z 2 - 2ay -2az + b = 0, 

y*+2(z- a)y + (*■- 2az + b) - 0; 

nimmt man nun z = a, so folgt 

tf-(a*-b) = 0, 

y = ±Ytf-b, 

x = z + y = a ± "J/a 2 ^- fe. 
Geht man zu der allgemeinen Gleichung (1) zurück ; so ist 

zu setzen. Die Lösungen von (1) lauten also 



^; ^1,2- 2^ 

§ 32. Wir wollen zunächst annehmen, a und b seien reelle Zahlen. 
Dann werden x x und # 2 gleichzeitig reell oder gleichzeitig komplex 
sein, und zwar tritt der erste Fall ein, wenn (a 2 — b) größer als Null, 
der zweite dagegen, wenn (a 2 — V) kleiner als Null ist. Im Falle, daß 
a % — b = wird, gibt es in Wirklichkeit für (2) nur die Eine Wurzel 
x — a. Wir werden diese aber aus Gründen, die später dargetan 
werden sollen, als Doppelwurzel bezeichnen und zweifach rechnen, 
sodaß jede Gleichung von der Form (2) zwei Wurzeln hat. 

Ist a 2 — b = — Je 2 , wo k eine reelle Zahl bedeuten soll, dann lie- 
fert (3) x t = a + ki 7 x % = a — ki, d. h. hat eine quadratische Glei- 
chung mit reellen Koeffizienten komplexe Wurzeln, so sind 
diese konjugiert komplex; sie haben also gleichen absoluten 
Betrag. Das auf reelle und komplexe Wurzeln bezügliche, soeben 
abgeleitete Resultat läßt sich geometrisch sehr anschaulich darstellen. 
Wir gehen wieder von der Darstellung eines Punktes (a, 6) in einer 
Ebene durch rechtwinklige, Cartesische Koordinaten aus; die Hori- 
zontalachse sei die der a, die Vertikalachse die der b. Dann entspricht 
jeder Gleichung (2) mit reellen Koeffizienten ein Punkt der Ebene 
und umgekehrt jedem Punkte eine Gleichung (2) mit reellen Ko- 
effizienten. Wir wollen uns über den Komplex aller derjenigen Punkte 
orientieren, denen Gleichungen (2) mit reellen, und den Komplex der- 
jenigen, denen Gleichungen mit komplexen Wurzeln entsprechen. Zu 
diesem Zwecke untersuchen wir zunächst den Inbegriff aller der Punkte, 
für welche 

& = a 2 

ist. Die analytische Geometrie zeigt, daß diese Punkte eine Kurve, 
die sogenannte Parabel bilden. Diese Parabel muß ganz oberhalb 
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Fig. 10. 



der horizontalen Achse liegen, da 6 -* a % stets positiv ist; nur für 
a =- wird b — 0, d. h. die Karre geht durch den Nullpunkt. Ferner 
ist die 6- Achse eine Symmetrieachse für die Parabel; denn wenn (a,6) 

ein Punkt der Kurve 
ist, dann liegt auch 
(— a, 6) auf der Kurve. 
Die Parabel trennt alle 
Punkte, für welche 
(a* — V) positiv ist, von 
denen, für welche 
(a* — b) negativ ist. 
Denn verbindet man 
einen Punkt erster Art 
durch eine stetig ver- 
laufende Linie mit 
einem Punkte zweiter 
Art, dann ändert sich 
beim Durchlaufen der- 
selben der Wert von 
(a* — b) stetig, weil der 
von a und der von b es tut Der Anfangswert ist positiv, der End- 
wert negativ; folglich muß auf dem Wege selbst der Wert von (a* — b) 
mindestens einmal Null geworden und darnach ins Negative übergegangen 
sein. Sollte die Parabel, die dabei passiert wird, mehrere Male 
von der Wegkurve durchschnitten werden, so kann das nur eine un- 
gerade Anzahl von Malen geschehen, da nach jedem Durchschnitte das 
Vorzeichen gewechselt wird. — Auf ähnliche Weise erkennt man, daß 
alle Punkte, die von einem bestimmten P aus ohne Überschreitung 
der Parabel erreicht werden können, das gleiche Vorzeichen von (a* — b) 
beritzen, wie es fttr P gilt. 

Die Parabel teilt demnach die Ebene in zwei getrennte Teile, in 
deren einem (a*— b) positiv ist, während es im andern Teile einen 
negativen Wert fttr jeden Punkt des Gebietes annimmt. Durchlaufen 
wir nun die Parabel in der Richtung, daß man in die positive Halb- 
aehse der b zur rechten und also die ganze Halbebene mit negativem 
h 7Mt Linken hat, so soll derjenige von der Parabel begrenzte Ebenen- 
U?il, der zur Rechten der Fortschrittsrichtung liegt, das Innere, der 
andere das Äußere der Parabel heißen. Es fragt sich nun, in welchem 
Avmr beiden Teile die Gleichungen mit reellen Wurzeln repräsentiert 
werden. Das muß sich durch ein Beispiel sofort entscheiden lassen. 
Ximrat man einen Punkt (a,6) — (1,0), der im Äußeren liegt> so ge- 
irrt dazu ' 

z 2 -2tf-0; #1=2, ^=0; 

fclgJi'Jj gehören die Gleichungen mit reellen Wurzeln dem 
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Äußeren der Parabel an. Nimmt man dagegen (a, b) — (0, 1), d. h. 
einen Punkt im Inneren, so folgt 

x* + 1 = 0, x x = + i, x 2 = — i; 

folglich gehören — was ja auch schon aus dem ersten Resultate 
folgt — die Gleichungen mit komplexen Wurzeln dem Inneren 
der Parabel an. 

§ 33. Aus dieser Darstellung können wir die Lösung folgender 
Aufgabe entnehmen: Wenn d,©nKoeffizienten a undj willkürlich 
und unabhängig voneinander irgend welche Werte zwischen 
(— fc) und (+ k) zuerteilt werden, wie groß ist die Wahr- 
scheinlichkeit, daß die Gleichung 

(2) x*-2ax + b = 

reelle Wurzeln besitzt? Die Theorie der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung zeigt, daß die gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich dem Quo- 
tienten aus der Anzahl der günstigen durch die Anzahl der möglichen 
Fälle ist, und daß diese Anzahlen den Flächen proportional zu setzen 
sind, deren Punkte den günstigen und den möglichen Fällen ent- 
sprechen. In der Figur 10 sind die drei Fälle & = £, fc = 1, ifc = $ 
angedeutet. Für k = £ ist A l B 1 C 1 D 1 A 1 das Feld der möglichen, 
A&NOMAi das Feld der ungünstigen, NC^MON das Feld der 
günstigen Fälle. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit wäre also hier 

Für h - 1 ist genau ähnlich 

w = 1 — — = — --=-• 

hier liegt der Schnitt der Parabel mit dem Umfange des Quadrats 
in den beiden Ecken A^ und J? 2 . — Für k = |- ist endlich 

Allgemein erkennen wir folgendes: Das Feld der möglichen Fälle 
wird durch das Quadrat von der Seitenlänge 2 k mit dem Mittel- 
punkte geliefert; das Feld der günstigen Fälle ist derjenige Teil 
dieses Quadrates, welcher im Äußeren der Parabel liegt. Der Schnitt 
der Parabel mit dem Umfange des Quadrates findet für k < 1 auf den 
Vertikalseiten, für k > 1 auf der oberen Horizontalseite statt. Die 
Integralrechnung liefert für die Wahrscheinlichkeit in diesem letzten 
Falle k > 1 den Wert 

1 l 

w — 1 

und daraus ersieht man, daß mit wachsendem k die Wahrscheinlich- 
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keit für reelle Wurzeln großer und größer wird und sich dem höchsten 

möglichen Werte 1, d. h. „der Gewißheit" unbegrenzt nähert. 

§ 34. Sind a und b so gewählt, daß x x und x % reell werden, so 

kann man nach den Vorzeichen der Wurzeln fragen. Ist | Ya 2 — b | > | a 

dann werden beide Werte 

#1,2 Ä a ± y(P— b 

das Vorzeichen der Quadratwurzel bekommen; ist j Ya 3 — b | < | a 



dann haben beide Wurzeln das Vorzeichen von a. Nun tritt der erste 
Fall dann und nur dann ein, wenn sgn 6 = - 1 ist, also in Figur 10 
für alle und nur für die Punkte der unteren Halbebene; der zweite 
Fall dagegen tritt für die im Äußeren der Parabel liegenden Punkte 
der oberen Halbebene ein. Setzt man nun wieder fest, daß die Ko- 
effizienten a, 6 dem Intervalle (— k) • • • (+ k) beliebig entnommen 
werden sollen, aber derart, daß x x und x % reell werden, so kann man 
nach der Wahrscheinlichkeit fragen, daß beide Wurzeln das- 
selbe Vorzeichen haben. Es ergibt sich z. B. für k = •§• 

2QOHA 1i Q 

W HGC 9 JD 6 + 2QOHA,Q ; 

und bei k > 1 erhält man, wie die Analysis zeigt, allgemein 

si/ÄT— 2 

2(3yT— i) 

Dieser Quotient nähert sich mit wachsendem k dem Grenzwerte ■$■• 

Man kann auch auf anderem Wege die Frage angreifen und da- 
bei das Prohlem erweitern. Dies soll nach der Einführung eines 
neuen, wichtigen Begriffes geschehen. Enthält ein irgendwie gebildeter 
mathematischer Ausdruck eine Veränderliche x } so ist sein Wert von 
dem Werte dieser Veränderlichen abhängig. Eine Größe y, die in 
dieser Weise von einer anderen x abhängig ist, nennt man eine Funk- 
tion von x und bezeichnet sie durch Symbole, wie 

# = /"(#), y = g{x), sf-9(*)i *-*(*),••• 

(vgl. § 1). Solche Funktionen von x sind z. B. die folgenden Ausdrücke 
f(a?)-*+l; f(x) = 2x*+3x-l;. f(x)=>ax*+~] 

g(x) - 3*; h(x) - sin xz; <p(x) - 1 ~ ] ^ ga? ; 

Uns interessieren hier hauptsächlich die ganzen Funktionen, d. h. 
solche von der Form 

tj>(x) -■ a + (h x + <h x * + a i°^ H 1" a n°^- 

Ist af die höchste in ty(x) auftretende Potenz von x, dann heißt if>(x) 
eine ganze Funktion des Grades n von x. So ist 



fty^ao+OiX + azX* 



eine Funktion 



ersten 
zweiten 



Grades von x. — 
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Wir gehen nach diesen Einführungen auf unsere Gleichung 
zweiten Grades 
(2) x*-2ax + b = 

zurück und bezeichnen die ganze Funktion zweiten Grades, welche die 
linke Seite von (2) bildet, mit f(x) 

(4) f(x) = x*-2ax + b. 

Sind jetzt p und q (> p) zwei reelle Größen, dann kann man nach 
der Anzahl der reellen Wurzeln von (2) fragen, die zwischen 
p und q liegen; dabei möge weder p noch q eine Wurzel von (2) sein. 
Ist nun 

(5) sgn f(p) sgn f(q), 

d. h. haben f(j>) und f(q) entgegengesetzte Vorzeichen, dann liegt eine 
ungerade Anzahl von Wurzeln der Gleichung (2) zwischen p und q* 
denn f(x) kann bei stetiger Änderung von x sein Vorzeichen nur beim 
Passieren einer Wurzel von (2) ändern. Da aber (2) nur zwei Wurzeln 
besitzt, so folgt, daß wenn (5) eintritt, zwischen den Werten p und q 
genau Eine Wurzel der Gleichung (2) liegt. Und umgekehrt erkennt 
man: liegt Eine und nur Eine Wurzel der quadratischen Gleichung (2) 
zwischen den beiden Werten p und q } dann gilt, wie leicht zu sehen 
ist, auch (5). 

Anders wird es, wenn zwei Wurzeln zwischen p und q liegen. 
Dann ist 

(5 a ) *e* fQ?) ~ *g& fte), 

aber umgekehrt liefert das Bestehen von (5 a ) nur die Alternative: 
entweder liegt keine Wurzel von (2) oder es liegen beide zwischen p 
und q. 

Später werden wir zeigen, wie die hier auftretende Schwierigkeit 
überwunden werden kann. 

§ 35. Wenn wir die Beziehung zwischen den Veränderlichen x 
und y 

(4) y^ffö^x* — 2ax + b 

benutzen, um ein geometrisches Bild von dem Verlaufe der Funktion 
y =» f(x) zu entwerfen, so nehmen wir wieder die x auf einer hori- 
zontalen und die y auf einer vertikalen Achse an. Zeichnen wir jetzt 
alle Punkte (# , y ), (x t9 y^), ... in die Bildebene ein, welche (4) be- 
friedigen, für die also bezw. 

yo =ssX l" 2ax o + i > y t *=x\ — 2ax t + l, ... 
ist, so bilden diese ein Kurve, welche das Bild von (4) ist. 

Wir wollen nun gleich voraussetzen, daß wir, statt von (2) aus- 
zugehen, die allgemeine Gleichung (1) zu Grunde legen; wir setzen also 

(4 a ) y « f(x) — c 9 x* + c x x-+ % 
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und bilden diese Funktion des zweiten Grades ab. Die Figur 11 
gibt in a) die Bilder von 

(CJ y - 2s 2 - x - 1 

und von 

$ro die ausgezogene Kurve (C^) und die punktierte (C 2 ) ist. Ferner 
gibt Fig. 11 b ) die Bilder von 

(0.) y - x* + 2x + 2 

und von 

(C 4 ) J ,__0i_20-2. 



Für die Erkenntnis der Natur der Abhängigkeit erweist es sich 
als besonders wichtig, zu wissen, an welchen Stellen die X-Achse 
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Fig. IIa. 



Flg. IIb. 



von der Kurve getroffen wird. Denn diese Stellen geben die Wurzel- 
werte der Gleichung 

y-f(x)-0 

an. So zeigt es sich in (C t ) und in (C 2 ), daß die beiden Wurzeln 
durch die Punkte A t und A t bestimmt sind, 

x x = OA x ist negativ, 
x 2 ^OA i ist positiv; 

die Gestaltung von ((7 3 ) und ((7 4 ) lehrt dagegen sofort, daß die ent- 
sprechenden Gleichungen keine reellen Wurzeln besitzen. 

Um den ganzen Verlauf solcher Kurven übersehen zu können, 
müssen wir vor allem untersuchen, an welchen Stellen bei einer ge- 
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ringen Vermehrung der x die abhängige Variable y wächst und an 
welchen Stellen sie bei solcher Vermehrung von x abnimmt. 

Wir denken uns die X-Achse von links nach rechts vom x 
durchlaufen und verfolgen hierbei den zu dem betreffenden x ge- 
hörigen Punkt (x, y) der Kurve; wir wollen ein Merkmal für die 
Punkte aufzufinden suchen ; bei denen mit wachsendem x auch y 
wächst , sowie mit abnehmendem x auch y abnimmt, und umgekehrt 
für die Punkte, bei denen mit wachsendem x das y abnimmt und 
mit abnehmendem x das y wächst. 

Wir betrachten zunächst (Figur 12 a ) einen Punkt A erster Art 
und nehmen einen ihm naheliegenden, zu größerem x gehörigen Punkt B 

A - (?o, Vo), B^&d !fi); Oi > *b, Vi > ab- 
ziehen wir nun die Sekante AB, welche die X-Achse in C treffen 
mag, so bildet CA mit der positiven Richtung dieser Achse einen 
Winkel #, der, wie sofort geometrisch ersichtlich ist, spitz sein 





T E 



Fig. 12 a. 



Fig. 12 b. 



wird. Wir haben in diesem Falle also, wenn wir noch die zu A und 
zu B gehörigen Ordinaten AD und BE ziehen und AF senkrecht 
auf BF fällen (Fig. 12*), 



tangfr 



FB 
AF 



-«LHÄ>0. 

Xt — — Xa 



Wir betrachten (Fig. 12 b ) zweitens einen Punkt A } bei dem für wach- 
sende x das y abnimmt, und nehmen einen benachbarten Punkt B 

Ziehen wir hier die Sekante AB, welche die X-Achse in C treffen 
mag, so bildet CA mit der positiven Richtung derselben einen 
stumpfen Winkel fr, und es wird (Fig. 12 b ) 

BF FB i/i - y 



tangfr 



<0. 



AF AF x 1 —x 

Diese Überlegungen reichen für unsere Zwecke aber noch nicht 
ganz aus. Dies kommt daher, daß unsere Annahmen noch nicht 
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genau genug gewesen sind; denn es konnte nicht angegeben 
werden, wie nahe B bei A angenommen werden muß, am den Cha- 
rakter der Kurve hinsichtlich des Steigens oder Fallens in A zu be- 
stimmen. Um sicher zu sein, daß dies der Fall ist, müssen wir eine 
Grenzbetrachtung eintreten lassen und den Punkt B unendlich nahe 
an A heranführen. Dabei geht die Sekante AC in die Tangente AT 
der Kurve im Punkte A über. Nennen wir x den Grenzwert des 
Winkels ft 9 dann ist x der Winkel, den die Tangente, von unten nach 
oben durchlaufen, mit der positiven Richtung der X-Achse bildet. 
Die geometrische Tangente von x ist die Grenze von FB : AF 9 d. h. 
die Grenze des Quotienten aus der Zunahme FB der Ordinate zur 
Zunahme AF der Abscisse. Wir schreiben dies 

. r FB 

tangt — hm-™, 

wo „lim" die Abkürzung des Wortes Limes, Grenze, ist (vgl. S. 3), und 
das darunter geschriebene B = A anzeigt, daß sich B der Grenzlage A 
bis zum Zusammenfallen nähern soll. Ferner werde tangr als das 
Steigungsmaß der Kurve im Punkte A bezeichnet. Die Kurve 
steigt oder fällt in A mit wachsendem x 9 je nachdem, das 
Steigungsmaß für diese Stelle positiv oder negativ ist. Ist 
das Steigungsmaß « 0, so besitzt die Kurve in A eine der 
X-Achse parallele Tangente; ist es = oo, so besitzt die 
Kurve in A eine der Y-Achse parallele Tangente. 

Diese ganz allgemeinen Überlegungen wenden wir auf die Funk- 
tion oder die Kurve zweiten Grades 

, 4a x y~f(?) -v 1 + <!* + <*, 

Vi — f( x i) = W\ + W + c 2 
an. Wir setzen (Fig. 12 ft , 12 b ) OD = x, DA = y; OE = x u FB = y i} 
dann wird, wie ersichtlich ist, 

FB^EB-DA^y 1 -y 

— c (xl-x 2 ) + c x (x x — x) — (x x — x) [c (x 1 + x) + cj, 
und also 

FB ^M-gT + ^fo-*) _ , , x 

AF x x -x --<W* + «i; + Ci- 

Wir haben daher als Resultate für die Bestimmung der Sekante 

tangfr^Co^ + arJ + q 
und für die Tangente 

tang x = lim tang & = lim [c {x + x t ) + c^ 

CJ\ B = A a? A =x 

*=* Jc x -f- c t ; 
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d. h. das Steigungsmaß der Kurve zweiten Grades mit der 
Gleichung 

ist für die Stelle (x, y) gegeben durch 

tangr =* 2c x + <\. 

Statt tangr werden wir häufig, um die Abhängigkeit des Steigungs- 
maßes von y oder von x hervortreten zu lassen, 

y' oder f'(x) 

schreiben und den Ausdruck y' oder fix) als Ableitung von y 
oder von f{x) bezeichnen. Wir haben also: Für die Funktion 

y = f(x) — c x* + c x x + c % ist y' — f\x) — 2c x + c t . 

Danach können wir sagen: Ist die Ableitung von y = f(x) in 
einem Punkte der Kurve positiv (negativ), so steigt (fällt) 
dort die Kurve. 

In dem Punkte, der zur Abscisse 

Xa — - ~ 



2c 

gehört, wird die Ableitung = ; die Kurve hat daselbst also eine 
horizontale Tangente. 

Nun kommt für x =* — oo bei positivem c die Kurve von un- 
endlich hoher Höhe über der Xr Achse her, geht dann abwärts und 
steigt für x = + <x> wieder in unendlich hohe Höhe hinauf. Folg- 
lich muß sie einmal ein Minimum der Höhe und daselbst natürlich 
eine horizontale Tangente haben. Das tritt demnach für x (i ~ — c 1 \2c Q 
ein. Links von diesem Punkte fällt die Kurve bei wachsendem x, 
rechts steigt sie. Je nachdem zu x ein positives oder ein negatives 
y gehört, hat f(x) = komplexe oder reelle Wurzeln; im ersten 
Falle passiert die Kurve niemals die X- Achse, im zweiten Falle da- 
gegen zweimal, einmal rechts und einmal links von x . Nun ist 

y = c x -f- c^Xq ■+- Cg = c -j-jg c x — + Cj 

4c c, —c\ 

und es wird y negativ, d. h. (1) hat bei positivem c reelle Wurzeln, 
wenn man hat 

sg^^Co^ — cf) = - sgnc = — 1 
oder 

sgn(c| — 4c c 2 ) = + 1. 

Bei negativem c dagegen ist für # = + oo das zugehörige 
y — — <x> ; also steigt hier die Kurve von der Abscisse x «■ — oo bis 



64 Drittes Kapitel. § 36— § 86. 

4--~- und fallt von da bis znr Abscisse x =* -f oo. Hier liefert 
also x = — y~ ein Maximum. Je nachdem das zugehörige 

positiv oder negativ ist, hat /*(#) = reelle oder komplexe Wurzeln; 

und wenn 

sgn (4c c 2 - c\) - sgn c - - 1, 
d. h. also, wenn 

sgn(c 2 — 4<? c 2 ) = + 1 

wird, existieren reelle Wurzeln. 

Dies ist die gleiche Bedingung wie im Falle von sgnc = + 1. 
Also ist allgemein, gleichgültig welches Vorzeichen c hat, 

sgn (c\ — 4c Cg) = + 1 oder = — 1 

die Bedingung dafür, daß 

c x 2 -f c x x -f c 2 = 

reelle oder bezw. komplexe Wurzeln habe. Für den besonderen Fall 

c\ - 4c C2 = 

fällt die horizontale Tangente mit der X-Achse zusammen; dann hat 
die Gleichung die Eine reelle Wurzel x = — c t : 2c Q , die wir als Doppel- 
wurzel ansehen. Alle diese letzten Resultate hätten wir übrigens 
auch aus (3 b ) § 31 S. 55 ablesen können. 

§ 36. Das Wesen einer Doppelwurzel und die Berechtigung 
ihres Namens können wir durch folgende Betrachtungen erkennen, 
die wir an die reduzierte Form der Gleichung zweiten Grades 

(2) x 2 — 2ax + 6 — 

anknüpfen. Es ist identisch 

f(x) =*x*-2ax + b = (x-a)*- (a 2 -6) - (z-a) 2 - (ya 2 ^) 2 

^(x-a-Ya^^ix-a + Yö^^), 

d. h. f{x) ist als Produkt zweier, in der Veränderlichen x 
linearer Faktoren 



x % — a — "j/a 2 — b und x* — a + ]/a 2 — b 

darstellbar. Diese Faktoren haben je nach dem Werte von 
sgn (a 2 — b) reelle oder komplexe Form. Setzt man den einen oder 
den anderen der Faktoren gleich Null, so entstehen Gleichungen ersten 
Grades für x 9 deren Auflösung die von (2) ergibt. Ist a 2 — b = 0, 
so ergibt sich 

x 2 — 2ax + b «* (x — a) (x — a) =» (x — a) 2 , 
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d. h. der eine wie der andere Faktor liefert dieselbe Wurzel x = a ; 
diese tritt also doppelt auf und kann daher als Doppel- 
wurzel bezeichnet werden. Nur in diesem Sinne dürfen wir 
sagen: Jede Gleichung zweiten Grades 

(2) y* - 2ax +6 = 

besitzt zwei Wurzeln, da das Gleichungstrinom links 

(8) « f -2a» + 6 — (* — a — y^^(a? — a + l/i?^ 

gesetzt werden kann; dabei können beide denselben Wert 

annehmen. Dann besitzt die Gleichung eine Doppelwurzel. 

Führen wir die Ausdrücke (3) ein, so dürfen wir schreiben 

(8 a ) x* — 2ax + b -* (x — x 1 )(x — x 2 ). 

Die entsprechende, auf die allgemeine Form (1) bezügliche Glei- 
chung wollen wir auf einem anderen Wege herleiten. Wir bezeichnen 
wie oben (3 b ) S. 55 

KP) x i 2c > x *~ 2c ' 

da x t als Wurzel von 

(1) c x* + c t x + c % — 

die Gleichung 

c x{ + c x x x + c 2 — 

identisch befriedigt, so kann man setzen 

f{x) — c x* + c t x + c 2 — c x* + c x x + c 2 - (c x* + c x x t + c 2 ) 

= c (x*-x*) + (^(X — Xj) 
= c^x-xj^x + x t + ^ 

Ist also x 1 eine Wurzel von (1), so ist das Polynom (c # 2 -f c t x+c^ 
durch (x — x x ) teilbar. Der dritte Faktor der rechten Seite in der 
letzten Gleichung kann die einfachere Gestalt (x — x 2 ) annehmen. 
Gemäß der Gleichung (3 b ) wird nämlich 

_i_ — £l 
x x -j- x % — , 

X l "T — "" — %*) 

X -p x^ -f- — - = X x%. 

Man hat also hier, ganz ähnlich wie in (8 a ), die Zerlegung der 
ganzen Funktion zweiten Grades in lineare Faktoren 

(9) c x* + c 1 x + c a =>c (x — x t ) (x — a? 2 ). 

Gäbe es außer x x und x 2 noch eine weitere von x ly x % verschiedene 
Wurzel x von (1), so wäre 

Netto, Elementare Algebra. 5 
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Daraus folgt, daß c = 0, und daher, daß mit der rechten auch die 
linke Seite von (9) identisch verschwinden würde. Man sieht also: 
Die Gleichung zweiten Grades 

(1) c x* + c t x + % = 

hat zwei Wurzeln oder unendlich viele, je nachdem die 
Koeffizienten c , c ly c 2 nicht alle gleich Null sind oder sämt- 
lich verschwinden. 

Den bisher ausgeschlossenen Fall c = 0, c t =^0 wollen wir als 
einen Grenzfall für abnehmende c betrachten und erledigen. Die 
Lösung von (1) ist, wie oben gezeigt wurde, 



1 A ±c t c t 

Wir gehen nun von folgender für jedes beliebige t geltenden Iden- 
tität aus 

r 1 — 2J + -J/1 — lt' 

deren Richtigkeit sich durch Wegmultiplizieren des Nenners sofort 
herausstellt. Der Abkürzung halber führen wir für den Augenblick 
ein Funktionszeichen 

ein, sodaß 

]/l-4* =l — 2t-t'<p(t) 



wird. Es sei £ reell und < J; dann hat yl — 4tt zwei reelle Werte; 
wir wollen unter der Wurzel den positiven der beiden verstehen. 
Geht in q>(t) nun t zur Grenze 0, dann wird der Zähler zu Null 
und der Nenner nähert sich dem Werte 2; also wird 

lim <p(t) = 0. 
Aus (3 b ) erhalten wir jetzt 

* - £[- J + ('- MMN*))] 

2%_ c i m /3l5l\ 

c x 2c 1 ^Vc?A 

Lassen wir hierin c zur Grenze gehen, so zeigt sich lima^«* — c 2 :c t , 
d. h. x x wird die Wurzel der Gleichung ersten Grades c t x + ^ = 0. 
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Ferner ergibt sich aus (3 b ) weiter für die zweite Wurzel 

*-i[- 1 -( 1 - ! 2p+^-»fi»)] 



c 
2 






Die Klammer nähert sich bei abnehmendem c der Grenze (— 2); 
demnach wächst wegen des c im Nenner des ersten Paktors der 
Wert von x 2 für lim c = über alle Grenzen. 

Folglich können wir die Gleichung ersten Grades 

c x x + Cg — 

auch als eine Gleichung zweiten Grades auffassen, in welcher 
der Koeffizient von x* gleich Null und dadurch eine der 
Wurzeln unendlich 
groß geworden ist. 
Um das Resultat 
geometrisch zu ver- 
anschaulichen, geben 
wir die beifolgende 
Zeichnung, in wel- 
cher die Gerade B x OB 
durch 

y=*\x 

und die Parabel C^OG 
durch 

y = x 2 + ^x 

gegeben ist. Denkt man 
sich nun Ordinaten 

gezogen und bestimmt auf ihnen Punkte Z), D 19 
beliebiges x 

wird, dann bilden die Punkte D, D 19 D 2 , . . . die Kurve zweiten Grades 




Fig. 18. 



so, daß für ein 



l 2 . 2 

8 X > 



y-T*" + 



und hier ist es ersichtlich, daß mit wachsendem x diese Kurve sich 
der Geraden B t OB als Grenzlage nähert. Es führt dies zu derselben 
Anschauung, die uns bereits in der niederen Geometrie veranlaßt, eine 
Gerade als einen Kreis von unendlich großem Radius aufzufassen, um 



5* 
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die Aufgabe, durch drei willkürlich gegebene Punkte einen Kreis zu 
ziehen, ausnahmefrei lösen zu können. 

§ 37. Wir knüpfen an die Zerlegung des Gleichungspolynomes 

(9) c x* + c x x + Cj — f(x) = y — c (x - x t )(x - x 2 ) 

noch eine wichtige Bemerkung an. 

Im § 35 S. 63 hatten wir die Ableitung von f(x) = c x* + c x x + c 2 
eingeführt 

y' = f'(x) = 2c x + c 1 . 

Beachten wir nun, daß, wie im § 36 bei (9) gezeigt worden ist, 

— *= — (x t + x s ), c x = — - c (x t + X 2 ) 

ist, so ergibt sich für die Ableitung von y oder von f(x) die neue 
Darstellung 

y'-f(*)-%[2*-(«i+ai)] 

diese Formel wird ihre eigentliche Bedeutung bei den Gleichungen 
höherer Grade erlangen. — Natürlich kommt man auf dem Wege 
des § 35 zum gleichen Resultate. Es ist nämlich hier, wenn £ eine 
dem x benachbarte Abscisse bedeutet, 

f( x \ = „'= um c q( x - x i) (* — x *) — c oß - *i)(6 — *i) 

=sslimc (x—xjix—xj — ix—xjd — a?,)+(a?-^i)(6-~^)— (I— a?i)(6~^i) 



*■« °L x — £ x — i J 



= lim c ((a — ^) + (6 — a? 2 )) 

- £„(# — ^) + c (x-Xi). 
§ 38. Es war in § 36 gefunden worden 
(3 A ) x 2 — 2a# + b — (x — x 1 )(x — x 2 ) 7 

und folglich wird, indem wir rechts ausmultiplizieren, 

#* — 2a# + & — x 2 — (x ± + x 9 )x + x t x^ 

Diese Gleichung ist eine identische, d. h. sie gilt für jeden Wert 
von x. Setzt man nun zuerst x = 0, so folgt b = x 1 x i ] laßt man 
diese beiden Glieder auf beiden Seiten weg und unterdrückt die 
beiden x* } so ergibt sich 2 a = + (x ± + #2)5 also ist 

rg\ x i + x * — 2a ; 

5/< «&o ^^ • 

Hierdurch werden die Gleichungskoeffizienten als Punk- 
tionen der Gleichungswurzeln dargestellt; der Koeffizient 
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von x ist gleich der Summe beider Wurzeln, das absolute 
Glied ist gleich ihrem Produkte. 

Durch (9) ist die Aufgabe der Lösung des Gleichungssystems 

u + v = a, u • v = ß 
auf diejenige der Gleichung 

x 2 — ax + ß — 

zurückgeführt; es wird u = x 19 v — x 2 oder u =» x 29 v = x x . 

Die beiden Ausdrücke (x t + x 2 ) und x t x 2 ändern sich bei keiner 
Vertauschung oder Permutation der Elemente x 1 und # 2 ; sie sind 
solchen Vertauschungen gegenüber einwertig oder symmetrisch. 
Es gibt unendlich viele Funktionen von x 19 x 2 mit der gleichen 
Eigenschaft wie z. B. 

/y»2 I /yi2 • /y«2 /y» | /y» /*•« • /y»4 /y» a« I /y"4 • • 

•^l r ^j ? •*'i «"g i •"! ^S J ^l ""l *"8 • *"2 j • • • ? 

aber auch andere, welche diese Eigenschaft nicht besitzen wie 

/v» • /*» /y» • /v2 __ /y»2 • /*•/*• I /y«2 • f/y* ___ /y» j8. 

•"I ? 1 * 2 ? 1 *^2 7 1 2 ' *^1 ? \" C/ 1 '"Ä/ ? • • • • 

Funktionen, welche nicht symmetrisch sind, können in unserem Falle 
nur zwei Werte annehmen, da ja für eine Funktion zweier Größen u 
und v f etwa q>(u 9 v) 9 nur die beiden Werte 

q>(u 9 v) und <p(y 9 u) 

überhaupt möglich sind. Solche Funktionen, die bei der Vertauschung 
von x t und x 2 einen andern Wert annehmen, heißen zweiwertige. 
Die Wurzel x 1 selbst ist eine zweiwertige Funktion. 
Tragen wir in die Gleichung 

(3») Xx t i-*±Vrt~ =r b 

die Werte (9) ein, so zeigt das Resultat 



(io) Xli2 =?^±Y( a ^y-x 1 x i 

wie man mit Hilfe einer Quadratwurzel von einwertigen zu zweiwertigen 
Funktionen gelangen kann. Es ist (x 1 —-x 2 ) eine zweiwertige 
Funktion, deren Quadrat eine einwertige Funktion wird. 

§ 39. Der bequemeren Schreibweise halber ersetzen wir die 
Gleichungen (9) durch 



*^1*^2 — ^2» 



sodaß die Größen x 1} x 2 jetzt Wurzeln der Gleichung 

(11) x 2 — c x x + Cg — 
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werden. (x t + x % ) und x x • x % heißen ihrer besonderen Einfachheit 
halber die elementaren symmetrischen Funktionen von x 1 
und x 2 . Außer ihnen sind unter den einwertigen Funktionen von x t 
und x 2 noch die Potenzsummen der x x und x a , nämlich die 

von besonderer Wichtigkeit. Zu ihnen nehmen wir als erste hinzu 

$0 = ^ + ^ = 1 + 1 = 2. . 

Wir wollen zeigen, daß die s x sich sämtlich durch die elemen- 
taren symmetrischen Funktionen in Gestalt ganzer Funktionen dar- 
stellen lassen. Es ist 

(12) s x+1 = c 1 s x — c 2 s l _ 1 ] 

wenn also s x , s x _ t als ganze Funktionen von q, Ca darstellbar sind, 
dann ist es s x+1 auch. Da nun 

& ■" C* , Sa ^* 3/< ~7" «Z/a == (w/i i~ *^2/ &X-\Xa === ^i ^~ *^2 

ist, so ist der Nachweis allgemein geliefert. 

Die Formel (12) hätten wir folgendermaßen eleganter herleiten 
können. Wegen der Beziehungen von x 1} x 2 zu (11) ist identisch 

#* +1 — (^oc* + CaX^- 1 — x*~ 1 (x{ — c 1 x 1 + c^ = 

addiert man, so folgt unmittelbar (12). 

Wir geben noch einen dritten Beweis des ausgesprochenen Satzes. 
Es ist identisch 

1 _i_ + ^ + 5i + 5i + ... + *? 



* — *i * *" * 8 * 4 x n (x — x^) } 

. = _! 4-^4-5I_l5Ij j üi? 

a-s, a; ^ x*^ x*^ x*^ * n (s-«i)' 



und die Summe beider Gleichungen gibt 

/ 13 n gs — te+afr) _ 2a? — c t . i . i . i j l füri 4. r 

* * (x — x 1 )(x — x t ) x* — t^x + Ci x "■ rc* ' x* "■ " 1 ~ #» ' n 

V* «V-CiÄ + Ci)/ 

Führt man die Division 

(2x — cj : (# 8 — c^a; + Ca) 

in elementarer Weise nach abnehmenden Potenzen von x durch, dann 
erhält man für den Quotienten den Ausdruck (13 Ä ), in welchem 
tf , 6 1} 6a y 6a y ... ganze Funktionen bedeuten, 

(13*) ff o( c n c %) . g i( c i> c ») 1 g *(<i> c t) 1 . . . 

^ ' x ' x % ' x* *" * * * * 
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Wir vergleichen die beiden Entwicklungen (13) und (13 a ) desselben 
Bruches. Setzt man sie einander gleich, multipliziert mit x und läßt 
dann x ins Unendliche wachsen, so folgt <f = s . Läßt man in den 
gleichgesetzten Entwicklungen die einander gleichen ersten Glieder 
fort, dann entsteht 

8„ * « /r er. 



i? + £ + - + ^r + y . -5I + f» + ••• + -jr + 



multipliziert man mit #* und läßt dann x ins Unendliche wachsen, 
so folgt 6 X = s A u. s. f. Es gilt also, da man n beliebig hoch an- 
nehmen kann, für jedes X 

Wir geben die Resultate für die Anfangsglieder 



«i — et 



$2 — ^1 — ^^2 

(14) $3 = 4 — 3^ 

5 4 = cf — 4cfCg + 2c 



S ß — Cj öCjCg -f- öCjCg 

s 6 — cj — 6c*c 2 + 9c*<?§ — 2cf 
Wir könnten leicht beweisen, daß die allgemeine Form des Resultates 

e -_ r n_" »-2. , ^(^- 8 ) r n-4^2 »(» - *) (» ~ 5 ) ^-6.3 

5 »~" C 1 T ! 2 " 1.2 1 2 1-2- 3 ! 2 

, »(»—*)(»—«)(»-?) „,-8„i w (w-6)(n-7)(n-8)(n-9) 10 , 
"*" 1234 C l C 2 i. 2 3. 4- 6 ^ C » " 1 " 

lautet. 

Nunmehr ist es leicht, nachzuweisen, daß jede ganze symmetrische 
Funktion von x 1 und x 2 zugleich eine ganze Funktion von (x ± + x 9 ) 
und x t x %} d. h. von c t und ^ ist. Enthält die symmetrische Funk- 
tion nämlich ein Glied von der Form dxfx/, so muß sie wegen 
der Symmetrie auch noch das Glied dxfx% enthalten. Nun sei 
a > ß) dann wird 

-d-cfs a _ ß . 
Ist a = j8, so kommt nur das Glied 

d#f # 2 ° =* dc% 

vor. Da die symmetrische Funktion aus lauter solchen Teilen besteht, 
und da jedes einzelne eine ganze Funktion von ^ und ^ ist, so folgt 
daraus der behauptete Satz. 
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§ 40. Wie wir gesehen haben, erschöpfen die symmetrischen 
oder einwertigen Funktionen noch nicht die Gesamtheit aller ganzen 
Funktionen von x 17 x 2 \ es gibt außer ihnen noch zweiwertige Funk- 
tionen. Wir gehen zu diesen zweiwertigen Funktionen von x 1 und x 2 
über. Es sei <p(x 1} x 2 ) eine solche ganze zweiwertige Funktion. Dann 
ist identisch 

Die erste Klammer der rechten Seite erweist sich durch ihre Form 
sofort als eine symmetrische Funktion. Die zweite Klammer ist zwei- 
wertig und ihre beiden Werte sind 

<p(x lf x 2 ) — (p(x 2> x t ) und <p(x 2 , x t ) — (p(x 17 # 2 ); 

die Vertauschung von x t und x 2 ändert also lediglich das Vorzeichen 
der Funktion. Zweiwertige Funktionen, bei denen dies der Fall ist, 
heißen alternierende Funktionen. 

Wir wollen zunächst die ganzen alternierenden Funktionen unter- 
suchen und ihren allgemeinen Ausdruck angeben. Ist A(x 1} x 2 ) eine 
solche Funktion, dann ist charakteristisch für sie die Beziehung 

A(x 27 X}) = A.(x l7 x 2 ). 

Enthält A(x ly x 2 ) das Glied dx£x 2 P, so enthält A(x 2f x t ) das Glied 
dx^xg, wie eine einfache Vertauschung von x x und x 2 zeigt. Da 
aber die charakteristische Gleichung gut, so besitzt [- A{x x x % )\ das 
Glied dx^xg, und also A(x 1} x 2 ) das Glied (— dx/xg). Folglich 
kommt in A(x 19 x 2 ) das Aggregat 

d(x£x/—- xßx«) = dx/xf(xf~P— x°-P) (a > ß) 

vor; und dies ist durch (x x — x 2 ) teilbar. Da A(x 19 x 2 ) aus lauter 
solchen Aggregaten zusammengesetzt ist, so ist es selbst durch 
(x t — x 2 ) teilbar. Es sei {x x — x 2 ) m die höchste Potenz von (x x — x 2 \ 
die in A(x 17 x 2 ) enthalten ist. Wir setzen dann 

A(x lf x 2 ) - (x t - x 2 ) m B(x 1} x 2 ). 

Ist m gerade, dann ändert sich der erste Faktor rechts bei einer 
Vertauschung von x x und x 2 nicht; da hierbei aber die linke Seite 
das Vorzeichen ändert, so muß 

B(x 2) x t ) «— — B(x l9 x 2 ) 

sein; B(x l7 x 2 ) wäre also alternierend und demnach durch (x t — x 2 ) 
teilbar. Das ist nicht möglich. Folglich ist m ungerade = (21c + 1). 
Dann erkennt man sofort, daß B eine symmetrische Funktion ist 
Ebenso ist (x x — x 2 ) u • B symmetrisch. Dieses Produkt setzen wir 
8=3 Si( x i9 x t) an ^ haben 

A(x lf x 2 ) = {x x — x 2 )S t (x lf x 2 ) 7 
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wobei S t eine beliebige ganze symmetrische Funktion ist. Umgekehrt 
gibt dieser Ausdruck für jedes S t eine alternierende Funktion. 

Bedeutet nun 8(x lf x 2 ) eine zweite beliebige symmetrische Funk- 
tion, dann gibt der obige Ausdruck einer zweiwertigen Funktion das 
Resultat 

<p( x i, %) Ä Bfa, x a ) + {x t - x 2 )8 t (x u x 2 ). 

Dies ist die allgemeine Form einer ganzen zweiwertigen, und 
für 5=0 einer ganzen alternierenden Funktion. 

In (x ± - x 2 ) haben wir eine zweiwertige Funktion, deren Quadrat 
(x t — x a y einwertig wird. Aus dem eben abgeleiteten Resultate 
können wir alle zweiwertigen ganzen Funktionen der gleichen Eigen- 
schaft ablesen. Damit nämlich 

<p» =, S* + 2(x t -x 2 )S • S, + (x, - ztfS* 

einwertig sei, muß der mittlere Summand wegfallen, und also muß 
8 - S x = werden, d. h. S oder 8 t muß identisch verschwinden. 

Nehmen wir 8 ± = 0, so würde tp einwertig sein und nicht, wie 
vorausgesetzt worden war, zweiwertig; also muß S = werden, und 
die einfache Form 

g>(x 1} x 2 ) = («, -xJS^x^ x % ) 

stellt alle diejenigen zweiwertigen Funktionen von x 1 und ä 2 dar, 
deren Quadrat einwertig wird. 

§ 41. Die Theorie der symmetrischen Funktionen der Wurzeln 
einer quadratischen Gleichung führt nun zur Lösung der Aufgabe der 
Transformation quadratischer Gleichungen. Das so benannte 
Problem läßt sich folgendermaßen aussprechen: Es soll eine Glei- 
chung mit rationalen Koeffizienten in a und b 

(15) 6» - 2«| + ß = 

gefunden werden, von der eine Wurzel i x mit den Wurzeln 

x u x 2 der Gleichung 

(2) x 3 - 2ax + 6-0 

durch die Beziehung 

(16) Z t *= <p(x u x 9 ) 

in Verbindung steht; dabei soll <p eine ganze oder gebrochene 
Funktion von x 1 und x % bedeuten. 

Setzen wir für die zweite Wurzel der Gleichung (15), was vor- 
läufig noch eine willkürliche Annahme zu sein scheint, aber gleich 
als notwendig nachgewiesen werden soll, 

(16 a ) fe-^te,^)/ 

so werden die beiden Koeffizienten 

2« = Ix + t, - <p(x 19 x 2 ) + q>(x 2 , x x ), 
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ganze oder gebrochene symmetrische Funktionen von x u x % und also 
durch a und b darstellbar. Dies liefert die Lösung der Aufgabe, so- 
bald nachgewiesen ist, daß nur eine einzige Gleichung in | der 
Forderung genügt, daß also | in (16 a ) mit Notwendigkeit als zweite 
Wurzel von (15) zu gelten hat. Gesetzt, noch eine zweite Gleichung 

6'-2«'g + /3' = 

hätte (16) zur Wurzel, so wäre bei rationalen a, «'; ß, ß' zugleich 

erfüllt 

(p*-2aq) + ß=*0 und <p* - 2a tp + /?'= 0, 
und daher 

2(a — a')<p = ß-ß', 

(16 b ) »fc,*)-T^7' 

Dann wäre q> eine in a und b rationale Funktion und also sym- 
metrisch. In diesem Falle würde freilich die Gleichung (15) nicht 
die einzige sein, die der Forderung genügte; denn wie man | a als 
symmetrische Funktion von x x und x a auch annehmen würde, 
I* =*#(#i> %%)> stets würde 

(x — g>) (x — tt>) — 

den Forderungen entsprechen und bekannte Koeffizienten haben; aber 
die Forderung selbst wäre dabei banal. Wenn wir diesen Fall aus- 
scheiden, bleibt wegen (16 b ) nur noch die Möglichkeit zurück 

« = «', 0-/8', 

und dann gibt es also wirklich nur (15) als Lösung. 

§ 42. Wir behandeln nun einige Beispiele als Erläuterungen zu 
diesen Betrachtungen. 

I. Es sei, wenn x eine Konstante bezeichnet, die Forderung gestellt 

£i — x i + x un ^ a ^ so £* — x 2 + x 5 

dann hat man für die Koeffizienten von (15) 

2a = ^ + g 2 — x x + x 2 + 2x — 2(a + *), 

/* — ■ €i • 6i — #i#2 + *(«i + ^ 2 ) + ** — 6 + 2ax + x 2 , 
und also ist die gesuchte Gleichung 

£ 2 -2(a + x)g + (& + 2ax + **)«=0. 

Kürzer wäre man zum Ziele gekommen, wenn man unmittelbar 

x = | — x 
in die Gleichung (2) S. 73 eingesetzt hätte, 

(%- x y-2a(%-x) + b = ?-2(a + x)% + (b + 2ax + x*) = Q ] 

denn die Wurzeln | x und J a dieser Gleichung haben offenbar die 
Werte x 1 + x und # 2 + x. 



Hierfür wird 
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II. Es sei ferner gefordert 

$1 ■" XX^ } 5« =■ XXf 5 

dann wird 

2a — Ji + g a = x(o? 1 + ^ 2 ) = *(**, 

= £i • & = **#i# 2 — &X 1 , 
und also erhält man 

Dasselbe Resultat folgt aus der Substitution yon x — — g in (2) ; 
denn es entsteht hierbei 

I* - 2axg + 6x* = 0. 

Der Grund dafür ist ersichtlich. 

III. Wir setzen ferner die allgemeinste lineare gebrochene Trans- 
formation an , . , . 

Sl """" \lx x +v ; * 2 "~ fta?, + v 
Ä _ * t __ »'ft + Siila + l' 

(fi 2 6+2^va+t/ 2 )| 2 — 2(xitb+(xv+Xti)a + lv)£ + (x*b+2xka+X*)~0. 

Dasselbe Resultat folgt aus der Umkehrung der Transformations- 
formel , , fc , 

| « — nämlich aus # = — =-r-. — 

in der Form 

(t/| - X) 2 - 2a(vg - 1) (- p£ + x) + &(- fifi + x) 2 - 0. 

IV. Wir nehmen nun weiter bei positivem ganzzahligen A 

»i ==a &1 f 6i ==s ^j • 
Das ergibt für die Koeffizienten der gesuchten Gleichung 

und für die Gleichung selbst also 

Hier ist dann nur noch der Wert von s X} als Funktion von a und b 
ausgedrückt, einzutragen. Man findet gemäß § 39 S. 71 

5 X =» 2a, 

% - 4a 2 - 26, 

s 8 «= 8a 8 — 6a6, 

s 4 = 16a 4 -16a 2 & + 2& 2 , 

5 5 = 32a B - 40a 8 6 + 10a& 2 , 
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und kann nun die entsprechenden Gleichungen aufschreiben. Man 

erhält für 

A = 2 |»-(4a*-26)i + &» = 

A-=3 |*-(8o 8 -6o6)5 + 6 8 -0 

A = 4 |»-(16a*-16a 8 6 + 26 , )i + 6* = 

l - 5 |» - (32a 6 - 40o 8 6 + 10a&»)| + 6 6 = 

Die in den drei ersten Beispielen benutzte Methode der Um- 
kehrung würde jetzt auf 

(^)'-2«(^|)+6 = 

führen. Man sieht, daß die Behandlung hier nicht so einfach sich 
gestaltet wie die an erster Stelle durchgeführte. Wird die Trans- 
formation noch komplizierter, wie etwa bei 

§1 — #i I #1 ? §2 ~ ^2 ' *^2 9 

dann ist eine unmittelbare Umkehrung der Transformationsgleichung 

i = # 5 + # 

sogar unmöglich. 

Die hier vorliegende Frage erledigt sich für k = 2 auf folgende 
Art. Es wird bei x = yf aus (2) 

|-2a]/| + 6-0; 

multipliziert man diese Gleichung mit £ + 2a]/| + 6, so entsteht 

(£ + &)*- 4a 2 £ - £* - (4a*-2&)g + 6 8 - 0. 

§ 43. Bisher haben wir | t als Funktion von x x allein und also 
| 2 als Funktion von x % allein angenommen. Wir wollen hier noch 
zwei allgemeinere Beispiele geben, bei denen l t eine Funktion von x x 
und x 2 ist. 

I Es sei 

§1 ==s **i ^2 7 »2 ™ ^2 ^15 

dann wird 

2a — gj + | 2 — 0, /J — fo — # 2 ) fo - x t ) — — fe-a^) 1 , 
und die Gleichung nimmt die Gestalt an 

Wir kommen also hier auf eine reine quadratische Gleichung. Die 
Funktion der beiden Wurzeln 

<p(x u x 2 ) — (x t — x 2 ) fa — ^) = — 4(a 2 — 6) — 4(6 — a 2 ) 

ist, wie wir bereits wissen, von besonderer Wichtigkeit für die Gleichung 

(2) f(x) = x*-2ax + b = 0- } 
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wir bezeichnen sie als Diskriminante von (2) und schreiben 

(17) D, = (- l)i • fo -<*)»-.- 4(a* - b). 

Für die allgemeinere Form der quadratischen Gleichung 

(1) g(x) == c x* + c x x + c % = 

wird, wenn jetzt # x und a^ die Wurzeln von (1) bedeuten, die ent- 
sprechende Funktion 

(x t - # 2 ) (x 2 — xj (x ± - x 2 ) 2 = — (x x + # 2 ) 2 + 4^ 



c2 

c 



Hier setzen wir als Diskriminante verallgemeinernd 
(17») B g = (- l)ejte _ ^)» = _ ^ + 4c <v 

Unsere früheren Untersuchungen zeigen also: Ist die Diskrimi- 
nante einer quadratischen Gleichung positiv, dann hat die 
Gleichung komplexe Wurzeln; ist die Diskriminante nega- 
tiv, dann hat die Gleichung reelle Wurzeln. 

Aus den Betrachtungen des § 37 S. 68 folgt, da dort die Ab- 
leitung von g{x) 

g\x) = c (x - x x ) + c (x - x 2 ) 

gefunden wurde, wenn man x — x x und x = x 2 setzt, 
und daher 

Wir können also die Diskriminante als Produkt zweier Werte der 
Ableitung darstellen. Aus der ersten Definition der Diskriminante 
folgt sofort, daß ihr Verschwinden charakteristisch dafür ist, daß die 
quadratische Gleichung zwei gleiche Wurzeln besitzt. (17 b ) zeigt, 
daß es für gleiche Wurzeln gleichfalls charakteristisch ist, daß 

g(x) = und g'(x) — 

eine gemeinsame Wurzel besitzen. Es sind hiermit die Resultate aus 
§ 32 S. 55 zu vergleichen. 

IL Wir nehmen zweitens an, es sei gefordert 



wir finden hierbei 



*i «. x* 



i« - 6i + k ^ g , 

«A/a m/| 



78 
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Die Gleichung für £ wird also 

&g*-2(2a*-&)g + &-0, 

und ihre Form zeigt sofort, daß das Produkt der Wurzeln 1 ist. 

Eine quadratische Gleichung, zwischen deren Wurzeln die Be- 
ziehung gjlj = 1 besteht, heißt eine reziproke Gleichung zweiten 
Grades. — 

Sind x y und x 9 reell, so haben die beiden Brüche — und — 

gleiche Vorzeichen; demnach ist, wenn wir zu den absoluten Werten 
übergehen, 



^1 

x t 


+ 


x x 


= 2 


2a a — b 
b 



Schließen wir den einfachen Fall | x x | = | x % | aus und bezeichnen wir 



die Wurzel mit höherem absoluten Betrage durch x 1} so ist 
und also 



Xa 

X* 



<1 



(18) 



2a* — b 



-K 



2" 



2a s — b 



< 



x, 
x+ 



X. 



< 



<2 



2a* — b 



2a J 



— 1 



Nun war vorausgesetzt, daß x 19 0% reell seien, folglich ist bei 

x 9 — 2ax + 6-0 

a 2 — b > ; daraus ergibt sich, wenn b positiv ist, 



2a 2 >2&, 2a*-b>b; 



b 


<1, 


2a* — b 
b 


2a*— b 



>h 



und für ein negatives b ist diese letzte Ungleichung selbstverständ- 
lich. Man entnimmt daraus, daß die erste Beziehung aus (18) die 



höhere der beiden Größen 



Xi 

x a 



x 1 



eingrenzt und die zweite die 



kleinere dieser beiden Größen. 

§ 44. Aus der allmählichen Berechnung der Summe der Wurzel- 
potenzen s 2 , s 8 , 5 4 , s ß , ... mittels der Formel § 39 (12) S. 70, die 
hier lautet 

(12 a ) s l+i - 2as x+1 + bs x =- (1-0,1,2,...;* -2), 

kann man eine merkwürdige Methode für die numerische Annäherung 
an die, dem absoluten Betrage nach größte Wurzel der zu Grunde 
gelegten Gleichung 
(2) x 2 - 2ax + b - 

entnehmen. Vorausgesetzt ist also dabei, daß die Wurzeln von (2) 
nicht den gleichen absoluten Betrag besitzen. Dadurch ist ausge- 
schlossen, daß die Wurzeln komplex sind (vgl. S. 55), und ferner ist 
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auch der Fall x x ± x % = ausgeschlossen. Wir setzen voraus, daß 
I x i I > I x % I se ^* Dann is* 

Da die Größe — ein echter Bruch ist, so folgt schon hieraus, daß 
für stets wachsende Werte von X 

(20) lim ^±i = x x 

ist; denn die steigenden Potenzen eines echten Bruches nähern sich 
der Grenze Null. Bei (20) ist aber mangelhaft, daß über die Größe 
des begangenen Fehlers bei einem festen X kein Kennzeichen vorliegt. 
Ein solches läßt sich hier ohne Mühe herleiten. 

Bedeutet t einen echten positiven Bruch, so ist 



2fl. 



w 1 <rr^< 1 + 2 ^ 1 >rrA >1 

Bei hinlänglich großem X kann man ferner auch 

0) 1 <r3^i< 1 + 2<i 

setzen. Denn die Beziehung links ist selbstverständlich, und die Be- 
ziehung rechts ist erfüllt, sobald man X so wählt, daß die Ungleichung 

2&+ 1 <\-t 

befriedigt ist, was offenbar stets geschehen kann. Man erkennt durch 
einfache Rechnung die Richtigkeit der Behauptung. 

Aus (a) und (ß) geht hervor, daß, wenn # einen echten, posi- 
tiven oder negativen Bruch bezeichnet, bei hinlänglich hohem X der 
Wert von 

l + fr* 

zwischen (1 — 2d*) und (1 + 2d*) liegt, sodaß man also 

-i±gj _ 1 + 2. W* (-KK+1) 

setzen kann. Hier bedeutet e einen echten Bruch, dessen Wert zwar 
unbekannt ist, dessen Existenz aber feststeht. 

Wendet man dieses Ergebnis auf (19) an, so folgt 



X. 



l 



v( 1+ *'£D (- 1 < £ <+ 1 > 
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Diese Gleichung bleibt bestehen, wenn man (— ) durch einen größeren 
Wert ersetzt. Somit ergibt sich gemäß (18) in § 43, S. 78 






Diese Formel liefert eine Anschauung über die Genauigkeit, welche 
bei der Annahme x* = erreicht wird. 

Als Beispiel wählen wir 

#* — 2x- 1 = 0. 
Hier wird 



n + % 



x i ■" * l * "i" ;x I > 



und das Schema der Rechnung gestaltet sich einfach folgendermaßen: 

s = 2, ^ - 2, 5 2 — 2 • 2 + 2 - 6, s 8 = 2 • 6 + 2 = 14, 

s 4 = 214 + 6 = 34, s 5 = 2.34+14 = 82, s 6 = 2 - 82 + 34 = 198, 

5 7 = 2 • 198 + 82 - 478, s 8 = 2 . 478 + 198 = 1154, 

s 9 = 2 . 1154 + 478 = 2786, s 10 = 2 • 2786 + 1154 = 6726; 

x x = gg (l + |£) = 2,41421393 + 0,00000048 . s 

2,414 213 45 < x t < 2,414 214 41. 

In Wirklichkeit ist, wie die Ausziehung der Quadratwurzel zeigt 

Xl - 1 +V2 = 2,41421356 . . . 

Aus der Art unserer Schlüsse folgt, daß die vorgetragene Methode 
bei Gleichungen mit komplexen Wurzeln versagen muß. Wir zeigen 
dies an der Gleichung 

x % — 2# + 2 = 0, 

wo also für die Wurzelpotenzsumme 

S X+2 =* % s x + i — % 8 X 
wird. Hier findet man der Reihe nach die Werte der s x 

5 4 « — 8; % = — 8; s fl =0; s 7 = 16; 
s 8 = 32; 5 9 = 32; s 10 «0; 5 n -~64, 

und es wird, wie man leicht allgemein durch Induktion zeigt, 

*** = W = (- 1)»2»-+»5 Sjx+ , - 0; s ilt+t - (- l)x + i 2 >*+». 
Hier findet man für die Quotienten der s x 

*2±I_1 5 i*i±i_ ; ^±i = oo 5 ^±±-2, 
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sodaß die Werte für (ä a+1 : s^) sich periodisch wiederholen und nicht 
einer bestimmten Grenze zustreben. Dieselben Resultate erkennt man 
als richtig, wenn man die Potenzen der Wurzeln der vorgelegten 
Gleichung 

x 1 = l+i] #f = + 2i; #J = — 2 + 2i; #J = — 4; ... 
rr 2 = 1 — i; #! = — 2i] rr| = — 2 — 2i; #* = — 4; ... 

bildet, oder auch, wenn man von der Formel 

*J + 4 = W(«»t + isin^) + (V2) x (coa% - i sin^) 

2o ff A 

* cos — 

ausgeht. 

§ 45. Die bei den reinen Gleichungen zweiten Grades dargelegte 
Newtonsche Näherungsmethode (§ 22) kann bequem auch hier benutzt 
werden. Wie oben, so bezeichnen wir jetzt gleichfalls mit dem Worte 
„Näherungswert" einen Wert £, der in der Nähe der Wurfeel liegt, 
sodaß der „Fehler", d. h. die Differenz S zwischen der Wurzel und 
dem Näherungswerte in seinen Potenzen <?*, d 8 , ... bereits vernach- 
lässigt werden darf, ohne daß wesentlicher Schaden einträte. Heißt 
x x die Wurzel, % x der erste Näherungswert, i t der Fehler, so ist den 
Annahmen nach (| x + S t ) eine Wurzel und also genau 

vernachlässigt man hier d|, so findet man in Annäherung 

S? - 2«^ + 6 



(21) S t = 



2(S, - a) 



«i + Ö » 2&-a)' 

der letzte Wert ist dann als zweiter Näherungswert aufzufassen und 
gleich | 2 zu setzen. Nun ergibt sich durch Ausrechnung leicht 



|, - 2o5, + 6 = 4 _ a)t 



Es wäre jetzt, ganz ähnlich wie früher, zu untersuchen, wann | 3 ein 
genauerer Wert als % 1} oder mit anderen Worten, wann 

-2ai t + b\<\%-2al l + b\ 



wird; denn nur, wenn diese Ungleichung erfüllt ist, kann man von 
einer Näherung sprechen. Ferner müßte gezeigt werden, daß die 
Wertereihe 



S» = 5i + *i; 8.-6. + *.; S4 = ts + -s, 

Netto, Elementare Algebra. 6 
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wirklich das Resultat 



lim l x — x t 



ür« 




Fig. 14. 



liefert. Am einfachsten übersehen wir die eintretenden Verhältnisse, 
wenn wir unter der Annahme reeller Wurzeln der Gleichung die geo- 
metrische Darstellung von 

y = a? 2 — 2ax + b = f(x), 
y'=2x — 2a=>f'(x) 

zu Hilfe nehmen. Die Zeichnung 
gebe den Verlauf von y = f(x) an; 
es sei OA± «■' x t eine der Wur- 
zeln, OB «= | t ein Näherungswert. 
Dann ist BC - f(&). Ferner 
haben wir gesehen (§ 35, (7), 
S. 62), daß, wenn CT die Tan- 
gente an die Kurve in C bedeutet, das Steigungsmaß 

tg* = /"(Si) 

und nach (21) 

ffli) BC __ TB _ i?-2aj 1 +6 . 

r«,)"** 2(| t -a) °i 

wird. Es zeigt sich daher, daß 

den neuen Näherungswert liefert. Die Anschauung zeigt, daß jeder 
Wert rechts von A 1 auf der X-Achse, als Anfangspunkt der Nähe- 
rungswerte genommen nach OA x = x 1 und jeder links von A^ nach 
OA^^ x 2 hinführt, und daß in beiden Fällen die Näherungswerte 
entweder sämtlich größer oder sämtlich kleiner sind als die Wurzel 
x 1 bezw. x 2 . Gehört OD zum tiefsten Punkte der Kurve als Abscisse, 
so ist OD = a (§ 35, S. 63); wenn also der erste Näherungswert 
£1 > a genommen wird, dann ist lim % x gleich der größeren Wurzel; 
wenn 2^ < a ist, wird lim % x gleich der kleineren Wurzel; | t = a 
liefert keine Näherung. 

Ein Punkt zwischen A% und D, als Repräsentant von ^ ge- 
nommen fuhrt auf ein £ 2 links von A?; und ein Punkt zwischen D 
und A x auf ein | 2 rechts von J 1 . Es ist leicht, denjenigen Wert 
von g x (etwa zwischen D und J.J zu berechnen, für den |/(£ 2 )| = |/*(£i)l 
wird, doch gehen wir hier nicht darauf ein. 

Als Beispiel nehmen wir wieder die Gleichung von S. 80 



hier wird 



/•(tf) = tf 2 -2a;-l = 0; f(a)- 2(0-1); 
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«1-8; flW-2, /U) = 4; * 1= =-0,5; 

| 2 = 3-0,5 = 2,5; ««-0,26, f(fc)-8; * f - - 0,083; 

| 8 = 2,5 - 0,083 - 2,417; /•&) - 0,008, f (|) - 2,834; tf 8 = 0,0028; 

g 4 - 2,417 - 0,0028 - 2,4142; /*(g 4 ) - - 0,00003836, fß) - 2,8284; 

<J 4 0,00001356; 

| ß = 2,41421356. 

£ 5 ist bis zur letzten Stelle genau. 
§ 46. Setzen wir in 

V = c x* + c l x + c % 

für # der Reihe nach die äquidistanten Werte 

x = 0, *, 2*, 3*, ... x*, ... 

ein, dann erhalten wir entsprechend die Reihe der Werte 

*-*, c^ + ^S + c,, 4c d* + 2c 1 d + Ci, de*** + Stf + c., ..., 

deren allgemeines Glied lautet 

(23) %& - j + ^ö - x + %. 

Die Aufeinanderfolge dieser Werte wollen wir eine arithmetische 
Reihe zweiter Ordnung nennen. Subtrahieren wir jedes Glied 
dieser Reihe von dem folgenden, so entsteht die erste Differenzen- 
reihe. Diese ist hier 

Co^ + qtf, Sc^ + ^d, öc^ + ^d, ...; 

sie ist eine arithmetische Reihe erster Ordnung mit der Differenz 
2c S 2 (vgl. § 14, S. 14). Das ist charakteristisch für die arithme- 
tischen Reihen zweiter Ordnung, d. h. eine Reihe 



r of r i> T %J r 39 r 4> • • •} 



deren erste Differenzenreihe 



r i r 0> T % r D T 3 r 2> r A r 97 



eine arithmetische Reihe erster Ordnung ist, ist selbst eine 
arithmetische Reihe zweiter Ordnung. Man hat dabei, wenn 
a das Anfangsglied und b die Differenz der Reihe erster Ordnung ist, 





»1 


-u 


=-o, 




»» 


— *i 


= a + b, 




»» 


-*•» 


= a + 2b, 


r , 


t 


• • 

»■»-1 


9 • 

= a + (x- 



Addiert man diese Gleichungen, so folgt 

6 
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r x = r + xa + [1 + 2 + 3 H (x — 1)]6 

= r + x«+^l=i)6, 

(24) rx = i_6. x » + ( a _|) x + ro . 

Dies geht für die Bezeichnungen 

in das oben angegebene allgemeine Glied (23) über. 

Die Summation aufeinander folgender Glieder der arithmetischen 
Reihen zweiter Ordnung werden wir im nächsten Kapitel durch- 
zuführen haben. Es ist nach (24) klar, daß wir uns dabei auf die 
Summation der Reihe 

p + 2* + 3 2 + • . . + x* 
beschränken können. 



Viertes Kapitel. 

Kombinatorik. Binomischer und polynomischer Satz. 

§ 47. Wir haben bei den Gleichungen ersten Grades eine Reihe 
von Aufgaben behandelt, deren entsprechende bei den Gleichungen 
zweiten Grades bisher übergangen worden sind. Es sind das die- 
jenigen Probleme, die sich auf Benutzung der Determinanten zweiten 
Grades stützten. Wir könnten in ähnlicher Art zu unserem nächst- 
liegenden Zwecke in eine Behandlung der Determinanten dritten und 
vierten Grades eintreten, ziehen es aber vor, eine zwar elementare, 
aber doch allgemeine Behandlung der Determinanten zu geben. Zu 
diesem Behufe brauchen wir gewisse, auch für sich allein schon hin- 
länglich wichtige Untersuchungen, auf welche wir zunächst unsere 
Aufmerksamkeit richten wollen. 

§ 48. Ist eine Reihe von n verschiedenen Elementen gegeben 

(!) a i, a 2> a 1»-- a n-l> a n> 

so können diese in verschiedenen Anordnungen niedergeschrieben 
werden. Jede solche von (1) verschiedene Anordnung nennen wir 
eine Umordnung, Vertauschung oder Permutation der n Elemente. 
Wir können eine solche Permutation in der Form 

( 2 ) W^-'X-tX 

schreiben, wobei die i 19 i 2} i Sf • • • i n alle Zahlen 1, 2, 3, • • • n und eine 
jede nur einmal darstellen. Uneigentlich wollen wir aber die ur- 
sprüngliche Anordnung (1) auch mit zu den Permutationen rechnen. 
Bei zwei Elementen gibt es zwei Permutationen 

a x a 2 und a 3 ct>i ; 
bei drei Elementen gibt es deren sechs 

«1«3«3; ö^«8«25 a 2 a i a Si ^2»3«i; «s^iV? Ä S ^2 a i ' 

Ist noch ein neues Element a 4 gegeben, so kann man dies in jeder 
der möglichen Permutationen a ix , a^, a it von drei Elementen an vier 
verschiedene Stellen setzen, an die erste, die zweite, die dritte und 
die vierte, 

a t a h a k a v a h a ^\ a Hi ^VW \ a H a H a i 

(i 17 i 2} i 3 — 1, 2, 3). 
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Demnach gibt es 4-mal mehr Permutationen von vier als von drei 
Elementen, und somit 4'6 = 2«3-4 = 4! 

Dieselbe Schlußfolgerung zeigt, daß bei 5 Elementen ö-mal mehr 
Permutationen vorhanden sind, als bei 4 Elementen und also 

4!5»5! 

Ebenso zeigt man: Für n voneinander verschiedene Ele- 
mente gibt es n! = 1 • 2 • 3 • • • n Permutationen. — Man spricht n! 
aus „n-Fakultat". 

Man kann das gleiche Resultat auch auf folgende Art herleiten. 
Um die Permutationen von n Elementen zu bilden, schreibt man eins 
der Elemente an die erste Stelle. Das kann auf n verschiedene Weisen 
geschehen; es bleiben danach für weitere Wahl noch (n — 1) Elemente 
zurück. Man kann daher die zweite Stelle auf (n — 1) verschiedene 
Weisen besetzen. Geht man so fort, dann ergibt sich wieder das oben 
abgeleitete Resultat. 

§ 49. Anders wird es, wenn unter den n Elementen auch ein- 
ander gleiche vorkommen. Um diesen Fall zu erledigen, gehen wir 
von den n verschiedenen Elementen 

aus und bilden ihre n\ Permutationen. In allen diesen unterdrücken 
wir nun die Indices 1, 2, 3, • • • a der a. Dann werden je diejenigen 
a\ Permutationen einander gleich, welche sich vorher nur durch die 
Indices der a unterschieden. Es gibt also nach Fortlassung der In- 
dices der a gerade a einander gleiche Elemente a und (n! : a!) Per- 
mutationen unter ihnen. Wenn man ferner nun die Indices 1, 2, 3, • • • ß 
der b unterdrückt, dann treten je ß\ als gleich auf, welche sich vor- 
her nur durch diese Indices unterschieden hatten. So ergibt sich das 
Resultat: Sind unter den n zu permutierenden Elementen a 
gleiche einer Art, ß gleiche einer anderen Art, y gleiche 
einer dritten u. s. f., dann ist die Anzahl der Permutationen 

(3) ^TTT. (* + ß + r + --n). 

Als Folgerung arithmetischer Natur erkennt man hieraus, daß 
der Quotient 

(4 \ (* + <?+•••+*)! 

eine ganze Zahl ist, wie auch a, ß y • • • x angenommen werden. 

Für diese Permutationen wählen wir als Beispiel n = 4; a = 2, 
ß = 2; wir schreiben von den 24 Permutationen der Elemente d X y a %y 
b 19 b 2 jedesmal diejenigen 2!2! in eine Zeile, welche bei Unterdrückung 
der Indices der a und der b einander gleich werden. 
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a x a 2 b t b 2 , 


a t a 2 b 2 b 1} 


a 2 a 1 ft 1 6 2 , 


<h a iW> 


aabby 


a 1 6 1 a Ä 6 2 , 


a>ib 2 a 2 b 1} 


2 ^l a l&2> 


<h^i a l\y 


abab, 


a t b t b 2 a 2 , 


a x b 2 b t a 2t 


<hW a i> 


a 2 b 2 b x a 17 


abba, 


Mi a A> 


b 2 a t a 2 b 19 


b t a 2 a t b 2 , 


b 2 a 2 aj> ly 


baab, 


6i«i&a a 2; 


b 2 a 1 b 1 a if 


&lO»^Ol, 


6 2 a 8*i a i? 


baba, 


b^a^, 


6 2 & 1 a 1 a 2 , 


b t b 2 a 2 a i7 


b 2 \a 2 a 1} 


bbaa. 



In der letzten Spalte rechts vom Striche stehen dann die 4! : (2! 2!) = 6 
Permutationen, welche für die Elemente a 9 a,b,b möglich sind. 
§ 50. Aus der Reihe der n verschiedenen Elemente 

C 1 ) a i,<h> a 3>'' a n-i> a n 

können auf mancherlei Art k Elemente herausgegriffen werden, ohne 
daß man die Folge, in der dies geschieht; berücksichtigt; die ge- 
wählten Elemente werden also untereinander als gleichwertig angesehen. 
Jeder so herausgegriffene Komplex von k Elementen heißt eine Kom- 
bination & ter Klasse jener n Elemente. Wir stellen uns zunächst 
die Aufgabe, die Anzahl dieser Kombinationen, die wir mit CK*> be- 
zeichnen, zu bestimmen. 

Wir benutzen eine schon eben verwendete Schlußweise. Für die 
Wahl des ersten herauszugreifenden Elementes stehen n Möglichkeiten 
offen, für die des zweiten Elementes noch (n — 1) u. s. f.; also für 
die von insgesamt k Elementen 

n(n - 1) (» - 2) • . . (n — Je + 1). 

Hier geben aber, da es nicht auf die Ordnung der Herausgreifens 
ankommt, je kl, welche aus denselben Elementen bestehen und nur 
in verschiedener Folge ausgewählt wurden, die gleiche Kombination. 
Folglich gibt es an verschiedenen Kombinationen 

/*\ /y « ^ » (» — 1) (» — *) • ■ • (» — * + 1) n } - = ( n \ 

w n 1.2- 8-..* — fcl(n — *)! \Jc)' 

Das letzte Zeichen wird n n auf k" oder „w über k" oder „w- tief k" 
ausgesprochen. Diese Ausdrücke führen aus einem bald dargelegten 
Grunde den Namen „Bin omialko effizienten" und zwar heißt C$ 
der A te Binomialkoeffizient w ter Ordnung. 

Die Kombinationen aus fünf Elementen a 1} a 2f a Z9 a l} a^ sind in 
der ersten Klasse 

a l7 a 2 , a s> a 4 , a 6 ; 
in der zweiten Klasse 

a t a 2) a t a Sf a t a^, a x a h9 (%<%, 
a* a 4> a 2 a 5f a s a±, a s a 5 , a A a 6 ] 
in der dritten Klasse 

a x a 2 a $} a^a^, a x a 2 a hy a^a^ a ± a 3 a 6y 

a i a ^ a hy a 2 a s a ±> a 2 a s a t» <h a i a f>7 a s a 4 a 5j 
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in der vierten Klasse 

Oi 0,0g a 4 , a^a^a^ a^a^a^ a^a^, a^a^a^a h \ 
und in der fünften Klasse 

Die Anzahl der Kombinationen der k*** Klasse ist gleich 
derjenigen der (n — Je)*** Klasse. Denn nimmt man aus w Elementen 
eine Kombination £ tor Klasse heraus, dann bleibt eine entsprechende 
Ergänzung zu allen Elementen durch eine Kombination (n — ife)* 61 Klasse 
zurück. — Das Gleiche erkennt man aus dem Umstände, daß 

( 5 *) kl(n — *)! "" \k) = \n — Ic) 

sich nicht ändert, wenn man Je durch (n — Je) ersetzt. 

Die Zahl Je, welche die Klasse angibt, kann gleich 1, 2, 3, • • • n 
genommen werden. Wir wollen aber auch festsetzen, daß Je = die 
„nullte Klasse" bedeute; diese soll aus der Einheit allein gebildet 
werden. Wir setzen also 



W C)-l- 



§ 51. Für die Anzahl der Kombinationen von n Elementen aus 
allen (auch der nullten) Klassen zusammen findet man: 

Index: n = 2, 3, 4, 5, • • • , 
Summe der Kombinationen: G = 4, 8, 16, 32, • • •, 

sodaß man zu der Vermutung geführt wird: Die Zahl sämtlicher 
Kombinationen aller Klassen von n Elementen ist 2*. 

Den Beweis dieses Satzes liefern wir durch strenge Induktion, 
oder anders ausgedrückt durch den Schluß von w auf (w + 1). Ge- 
setzt, wir wüßten, daß die Anzahl aller Kombinationen für die Ele- 
mente «j, a 2 , a 8 , • • • a n durch 2" bestimmt ist, dann ordnen wir alle 
Kombinationen für die (w + 1) Elemente Oj, a 2 , a s , • • • a w , a rt+1 so, daß 
wir zuerst alle diejenigen nehmen, die a w+1 nicht enthalten, und dann 
diejenigen, welche a n+1 enthalten. Tilgt man in allen denen, die zur 
letzteren Sorte gehören, das a n+1 , dann bleiben alle die ersterer Sorte 
übrig; und umgekehrt: setzt man zu jedem der ersten Sorte ein a n+1 , 
so entstehen alle der zweiten Sorte. Folglich ist die gesuchte Anzahl 
für (n + 1) Elemente doppelt so groß als für n Elemente, d. h. 2 n+1 . 
Da nun der Satz offenbar für n = 2 und n = 3 gilt, so gilt er auch 
für n = 4, n = 5, u. s. f. und also allgemein. 

Aus diesem Satze folgt die Formel, die wir bald auf noch andere 
Art beweisen, 

co (;)+(r)+a)+-+(."»)+C)- 2 "- 
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Es gilt ferner der Satz: Die Anzahl der Kombinationen von 
n Elementen in allen Klassen mit geradem Index ist gleich 
derjenigen in allen Klassen mit ungeradem Index. 

Auch diesen Satz beweisen wir durch strenge Induktion, indem 
wir ihn für n als richtig annehmen und ihn daraus für (n + 1) ableiten. 
Wir teilen wieder, wie soeben, die Kombinationen für a 19 a 2 , ••• a n , a n+1 
in zwei Sorten, deren erste alle diejenigen umfaßt, die a w+1 nicht ent- 
halten, wahrend alle der zweiten Sorte a n+1 unter ihren Elementen 
haben. Die erste Sorte liefert alle Kombinationen von n Elementen; 
also gilt für sie der Satz. Die zweite Sorte liefert, abgesehen von dem 
jedesmal hinzutretenden a n+1 dasselbe, also gilt auch für sie der Satz 
und somit für (n + 1) Elemente. Da er nun für n =» 2 richtig ist, 
wie man bei der Betrachtung der Kombinationen C t 

1; a 1} a 2 ; a x a iy 
sieht, so ist er allgemein bewiesen. 

Aus ihm folgt die Formel, auf die wir gleichfalls später zurück- 
kommen, 

« c)-a)+(»)-a)+-±u.)T(:)-o- 

§ 52. Genau so, wie wir die ursprüngliche Permutationsaufgabe 
in der Weise verallgemeinerten, daß wir gleiche Elemente zuließen, 
so könnten wir auch hier nach den Kombinationen Je** T Klasse von 
n Elementen fragen, unter denen a gleiche einer Art, ß gleiche einer 
zweiten Art u. s. w. sich, befinden. Wir behandeln aber nur den ein- 
facheren Fall dieser allgemeinen Aufgabe, daß jede der Zahlen a, ß, ••• 
mindestens gleich Je ist. Mit anderen Worten: Wir fragen nach den 
Kombinationen Ä ter Klasse von n Elementen bei (unbeschränkt 
gestatteter) Wiederholung jedes Elementes. Wir wollen die 
Anzahl derselben durch rj*> bezeichnen. 

Für n = 2, Je = 1 erhalten wir a x ; a 3 , also r^> = ( x ); 

„ n = 2,Jc = 2 „ „ a^; a^; a^, also r<?> = 3= ( 2 ); 

„ w = 2, & = 3 „ „ aift^; o^o»; 

a x a^ a^a^a t} also r< 2 8 > = 4 = ( 3 j ; 

und allgemein wird, wie leicht zu sehen ist, für n = 2 und ein be- 
liebiges Je 

denn in den Kombinationen kommt das Element a 2 entweder 0-mal 
vor, oder 1-mal, oder 2-mal u. s. f., und schließlich Ä-mal; also gibt es 
(Je + 1) solche Kombinationen. 

Aus diesem ersten Resultate leiten wir nun ohne Schwierigkeit 
als allgemeines Ergebnis die Formel 
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(9 ) nM***" -1 ) 

her. Wir können, da sie für n = 2 als richtig erkannt ist, strenge 
Induktion anwenden. Zu diesem Zwecke nehmen wir an, die letzte 
Formel sei für ein festes n und jedes k als richtig erkannt, und nun 
zeigen wir, daß sie auch für r^ +1 gilt. 

Teilen wir die Kombinationen & tor Klasse von a 1} a %} • • • a n7 a n+1 
in solche, welche a w+1 gar nicht enthalten, in solche welche a n+1 ein- 
mal enthalten, in solche, welche a n+1 zweimal enthalten, u. s. f. bis zu 
der letzten, die aus k Elementen a n+1 besteht, so folgt 

denn wenn man in allen denen, die a n+1 gerade t/-mal enthalten, diese 
v Elemente a n + 1 wegläßt, dann erhält man alle Kombinationen mit 
Wiederholung der (k — v) ten Klasse bei n Elementen. 

Der aufgestellte Satz ist also allgemein bewiesen, sobald gezeigt 
ist, daß die Formel (10) zwischen Binomialkoeffizienten 

<>°>civrr')+ct-7 i )+c£-7 , )+--+rn 

gilt. Dies ist leicht geschehen. Man hat die Identität 

in + k\__ in + k — i\ (n+Jb)(n+Jfc— l)---(n + l) (n + k — i)( n +k — 2)-n 
\ k ) \ k / 12-.-Ä 1-2-fe 

_ (n -f- k — 1) • ■ • (n + 1) f n + fc w"| 

— 1. ...(fc_l) L k ~~¥J 

_ (« + fc — l)...( n +l) fc 
1 • • • (Je — 1) " fc 

in + Ä; — 1\ 
und daraus ergibt sich, wenn man für k setzt k, k — 1, ifc — 2,- • •, 1, 

(io.) cti-r+M+ci-r'). 

in + fc — 1\ __ in + fc — 2\ in + fc — 2\ 

l Ä-i ; "" v ifc-i ) + \ k-2 ) > 

in + k — 2\ ___ /w + fc — 3\ /n + fc — 3\ 
^ fc_2 /~~\ fc — 2 ) + \ k — Z )> 

Addirt man diese Gleichungen, dann folgt (10) und damit (9). — 
Der Formel (10) wollen wir noch eine etwas andere Gestalt geben. 

Wir setzen statt n ein (n + 1) und ersetzen jedes (* ) durch das nach 
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(5*) S. 88 ihm gleichet ^_ ); dann entsteht die gewünschte Um- 
formung 

Den in (9) ausgesprochenen Satz können wir noch auf folgende 
sehr elegante Art beweisen. Als Elemente nehmen wir die Zahlen 
1, 2, 3, 4, • • ••in natürlicher Folge. Bei Kombinationen kommt es 
nur auf den Komplex der Zahlen an; wir können sie also beliebig 
anordnen. Dies soll bei jeder einzelnen Kombination so geschehen, 
daß die höhere Zahl hinter der niederen steht. Die Kombination 
heißt dann wohlgeordnet. Die Tabelle der r< 5 8 ) nimmt dabei z. B. 
die Gestalt an 



111, 


122, 


134, 


222, 


234, 


333, 


355, 


112, 


123, 


135, 


223, 


235, 


334, 


444, 


113, 


124, 


144, 


224, 


244, 


335, 


445, 


114, 


125, 


145, 


225, 


245, 


344, 


455, 


115, 


133, 


155, 


233, 


255, 


345, 


555. 



Lassen wir nun in jeder einzelnen Kombination das erste Element 
ungeändert, erhöhen wir in jeder das zweite Element um 1, das dritte 
um 2 (und im allgemeinen Falle durchgehends das &** um Je — 1), 
dann entsteht aus der soeben niedergeschriebenen Tabelle für r£ 8) 
die folgende 



123, 


134, 


146, 


234, 


246, 


345, 


367, 


124, 


135, 


147, 


235, 


247, 


346, 


456, 


125, 


136, 


156, 


236, 


256, 


347, 


457, 


126, 


137, 


157, 


237, 


257, 


356, 


467, 


127, 


145, 


167, 


245, 


267, 


357, 


567. 



Dies ist die Tabelle samtlicher C^ für die Elemente 1, 2, • • • 7. Im 
allgemeinen Falle erhält man die Tabelle für die Kombinationen 

Um dies einzusehen, beachten wir folgendes: In jeder wohl- 
geordneten Kombination mit Wiederholung r<*) ist ein späteres Element 
mindestens so groß wie die früheren. Vergrößert man also jedes 
spätere um mehr als das frühere, so entsteht eine wohlgeordnete Kom- 
bination ohne Wiederholung. Enthält dabei IW mit Wiederholung 
die Elemente 1, 2, 3, • • • n, so wird bei der daraus hergestellten 
CW ohne Wiederholung in unserem Falle der Vergrößerung das erste 
Element mindestens 1 + — 1 und das letzte höchstens gleich n + (k — 1); 
somit leitet unsere Operation aus jeder zu r® gehörigen Kombination 
eine zu C^l k ^ t gehörige her; und alle aus verschiedenen r hergeleiteten 
C sind auch untereinander verschieden. Vermindert man umgekehrt 
in einer zu C%l k _ t gehörigen Kombination das erste Element um 0, 
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das zweite um 1, das dritte um 2, das & te um (k — 1), so entsteht 
daraus eine Kombination, die mit Wiederholung gebildet sein kann; 
denn in der zu C gehörigen Kombination ist ein folgendes Element 
mindestens um 1 größer als das vorhergehende, und die geforderte 
Operation der Verminderung kann daher gleiche Elemente hervor- 
rufen. Zugleich aber sieht man, daß das JH wohlgeordnet sein wird. 
Da in C^ ) +k _ 1 das höchste Element (n + k — 1) um (k — 1) vermindert 
wird, so entstehen nur Kombinationen, die zu .P*> gehören; und zu 
verschiedenen C gehören auch verschiedene T. Demnach ordnen sich 
beide Arten einander eindeutig zu, und es wird 

n*> » C< k) = ( n "*" * "" *\ • 

x n ^n + k-1 \ k ) 

§ 53. Bei den Kombinationen kam es nur darauf an, welche 
Elemente gewählt werden, aber nicht darauf, in welcher Reihenfolge 
man sie anordnet; es durfte daher eine beliebige Reihenfolge gewählt 
werden, und wir haben dabei die wohlgeordneten Anordnungen be- 
vorzugt. Unterwirft man jetzt die Elemente jeder einzelnen Kombination 
noch allen Möglichkeiten des Permutierens, so entstehen die Vari- 
ationen und zwar bei bei n Elementen, aus denen k herausgewählt 
werden sollen, die Variationen k^ T Klasse von n Elementen. 
Auch hierbei ist es möglich, Wiederholungen in unbeschränkter An- 
zahl zuzulassen oder zu verwerfen. Tritt keine Wiederholung der 
Elemente ein, so wollen wir die Anzahl durch F?> bezeichnen; darf 
man dagegen die Elemente unbeschränkt wiederholen, so wählen wir 
für die Anzahl die Bezeichnung &%K 

Aus (5) folgt sofort das Resultat, welches die Anzahl der Vari- 
ationen ohne Wiederholungen liefert, nämlich 

(11) FW - kl 0« ~ n(n - 1) • • • (n - * + 1). 

Auch die Anzahl 4P£> ist leicht zu bestimmen: für die Besetzung 
einer jeden der k Stellen der Variation stehen je n Möglichkeiten 
offen; folglich wird die Anzahl der Variationen mit Wiederholungen 

(11») #<:*) - n *. 

§ 54. Eine der wichtigsten Anwendungen der vorgetragenen Lehren 
ist die Herstellung des Produktes aus n gleichen Faktoren (a + &), 
also die Berechnung von 

(12) (a + &)"- (a + b) (a + b) (a + b)... (a + b). 

Das Theorem, welches die Entwicklung der Potenzen des Binoms 
(a + b) liefert, heißt der binomische Lehrsatz. 

Multipliziert man die rechte Seite von (12) aus, so erhalt man 
lauter Glieder, die von der Form a* b x (bei x + Ä = n) sind. Es fragt 
sich, wie oft ein solches a*b l mit bestimmten x, k vorkommt. Denken 
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wir uns die einzelnen Faktoren in derselben Reihenfolge nieder- 
geschrieben, in welcher sie aus der ersten, zweiten, dritten, • • • w*® 11 
Klammer entnommen sind, so erkennt man, daß a* b x so oft vorkommt, 
als w Elemente, unter denen x gleich a und k gleich b sind, sich 
permutieren lassen, also nach (3) und (5) so oft als 

OT-C)-U) ("+*—> 

angibt. Die Entwicklung von (12) umfaßt demnach alle Glieder 

und nur sie; (die Klammer am Ende der Zeile soll bezeichnen, daß 
alle ihr entsprechenden nicht negativen Werte für x und X genommen 
werden dürfen). Folglich erhalten wir die binomische Formel 

(a + &)*=«"+ (i)« n-1 & + (1)a n - i b i + • • • +(*)a&— *+ &» 
(13) - . 



x=0 



Wir wollen noch einen Induktionsbeweis für diesen Satz geben. 
Gesetzt, man wüßte bereits, daß (13) für ein festes n gültig sei, 
dann folgte 

(ö + &)»+ x = (o + 6) [a»+(")a— 1 b+(^)af- t b i +- + (l)a n - «6»+...] 

= a«+ 1 + (")a"b + (l)a»-W+--- + (l)a»-*+ l b* + .-. 

+ a"b + (i)a" _1 &*+ • • • +( 1t _^ 1 V"-* +1 &*+- 

-' +, +[(:)+C)>*+-+[(:)+C-J]^-"*'+- 

Aus (10 a ) ergibt sich nun, daß 

OH-.)- er) 

ist; verwendet man dieses Resultat, so zeigt sich nach leichter Um- 
wandlung 

(a + &)"+*- a«+H( n t 1 )a w 6+( W + y w - 1 6 2 + --+( n + 1 )a w " x + 1 fe x + 

d. h. der binomische Satz gilt für (n + 1), wenn er für n gilt. Da 
er nun wegen der Gleichung 

für n = 2 richtig ist, so steht er für jedes ganzzahlige, positive n fest. 
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Eine besonders häufig benutzte Form dieses Satzes ist die fol- 
gende, welche aus (13) durch a = 1, b =- x entsteht, 

(n) ( i +a0 «=i +(;>+(»)*»+(;)*«+.., 

§ 55. Die erste Überlegung, welche uns im vorigen Paragraphen 
zu dem binomischen Satze führte, liefert auch ohne Schwierigkeit die 
als polynomischen Satz bezeichnete Erweiterung. Wir suchen die 
Potenz 

12 n 

(15) («i+a^H ha^^^+a^ + '-'+a^^+a^ + '-'+a^-^^+a^+'^+a^ 

zu berechnen. " 

Multipliziert man die rechte Seite aus, so erhält man nur Glieder 
von der Form, und sämtliche Glieder von der Form 

(16) a^af*---a*g («i + ^H + x =w). 

Es fragt sich, wie oft bei der gesamten Multiplikation das hin- 
geschriebene Glied mit fest gegebenen Xj, Xg, • • • x ff vorkommt. Denken 
wir uns aus der ersten Klammer rechts in (15) ein a a herausgenommen 
und an die erste Stelle des zu bildenden Teilprodukts geschrieben; 
dann ein a* aus der zweiten Klammer an die zweite Stelle ge- 
schrieben u. s. w., so erkennt man, daß (16) so oft vorkommt, als 
n Elemente, unter denen ^ gleiche einer Art, x 2 gleiche einer zweiten 
Art, u. s. w. vorkommen, sich permutieren lassen. Also gehört zu 

(16) der Koeffizient 

nl 
XjlIxj! • • • % g \ 

dieser gibt die Häufigkeit des Vorkommens für das Glied (16) im 
Produkte (15) an. Daher folgt die Formel der Polynompotenzierung 

(17) K + fl 8 + '" + a g ) w -^ Xi!x J. ! . . %gl a * 1 a ? - • a Z° 

die Summation ist dabei, wie die unter die Formel gesetzte Klammer 
andeuten soll, auf alle ganzzahligen, nicht negativen Werte x 1} x t ,--K g 
zu erstrecken, deren Summe gleich n ist. 

§ 56. Man erkennt sofort, daß die früher abgeleiteten Formeln 

m C3 + 0+0+-+0-*". 

< 8 > 0-0+0— -±0-° 

besondere Fälle des binomischen Satzes sind, nämlich Entwicklungen von 

(1 + 1)» und (1-1)". 



>»-l 
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Durch Addition und Subtraktion von (7) und (8) erhält man, wie 
noch bemerkt werden möge, 

» 0+0+0+--* 

(io) Q+ (9+Q +..._*.-.. 

Um eine weitere Benutzung des binomischen Satzes zur Ableitung 
von Formeln zu geben, betrachten wir die Identität 

(1 + s)*+* - (1 + xf • (1 + x) k , 
wenden auf sie den binomischen Satz rechts und links an 

multiplizieren rechts aus 

-IWOG + r) + (%+',-.) + -]. 

ersetzen (ß + y) durch l 

-ikOÖ+OG-.)+~] 

* = 

und vergleichen schließlich die Koeffizienten gleich hoher Potenzen 
rechts und links. Dies ergibt das Resultat 

w 00 + ÖG-0 + ÖG-0 + - + 00 - f t")- 

Dabei ist zu bemerken, daß für 2 > Je die Glieder in Wegfall kommen, 
in welche ein Binomialkoeffizient 

Q mit fo>») 

eintritt. So ist z. B. gemäß (18) 

OO+OO+OO+OO-«* 1 »* 1 »*» 1 -»-«)- 

§ 57. Wir wollen den binomischen Satz auf den komplexen 
Ausdruck (1 + t) n anwenden. Wir finden, wenn wir rechts zur 
Normalform übergehen, 

(i + *)» = [ys(co S f + ;sinf)J, 

und nach (26 b ) § 29 S. 50 

iV?+«*1d-(i-Q + Q-0 + -) 

+«(0-0 + 0-0+-). 
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und also wird nach § 26 (ß. 42) durch Gleichsetzung der reellen und 
Gleichsetzung der imaginären Koordinaten auf beiden Seiten 

(19) l-0 + C)-0+-2^T. 

<*» Ö-Q + Q-0 + •—■»*-" 

Die Summen nehmen hierbei 8 verschiedene Gestalten an, je nachdem 

n = 8ä, 8* + 1, 8* + 2, ... 8* + 6, 8ifc + 7 

ist. Setzen wir die linken Seiten von (19) und (20) der Kürze halber 

gleich 

(p(n) und #(n), 

dann erhält man für diese verschiedenen 8 Fälle folgende Resultate 

9>(8ft) =2 4 *, *(8t) =0, 

9 (8*+ 1) - 2 4 *, ♦(84 + 1) - 2 4 *, 

<p(8fc + 2) - 0, ^(8ifc + 2) - 2"+*, 

<p(8i + 3) 2"+S ♦(8t + 8)-2 A *+ 1 , 

<p(8fc + 4) = -2 4 *+', V(8i + 4) = 0, 

<p(8fc + 5) 2 4 *+ 2 , ^(8fc + 5) = -2 4 *+ 2 , 

<p(8i + 6)-0 ; ^(8Ä + 6) = -2 4 *+ 8 , 

9>(8*+ 7) = 2 4 *+ 8 , t(8Jc + 7) = - 2 4 *+ 3 . 

§ 58. Wir wollen den binomischen Satz auf die Untersuchung 
von arithmetischen Reihen höherer Ordnung verwenden (vgl. § 46). 
Ist eine Reihe von beliebigen Größen 

(21) a , %, a 2 , a z> a 4 , ... 

gegeben, und bilden wir aus ihr durch Subtraktion jedes Gliedes vom 
folgenden 

(22) z/a = «! — a > ^«1 = 0» — %> <^#2 ==a 3'~~ a 2> ^03 = «4 — #s> •••; 

so heißt die neue Reihe (22) die erste Differenzenreihe oder die 
Reihe der ersten Differenzen von (21). Bilden wir weiter nach 
derselben Methode 

(23) J^a^ = 4a t — Ja , df^a^ = 4a % — 4a u . . . 

so heißt diese erste Differenzenreihe von (22) auch die zweite Diffe- 
renzenreihe oder die Reihe der zweiten Differenzen von (21). 
Ebenso bilden wir weiter aus der x ißXl Differenzenreihe die (x + l) te 
Differenzenreihe 

(24) z/^+X - jWai - z/Wa , z/( x + 1 )a 1 - zfW^ - z/<*>a 1; . . . 

(x - 2, 3, 4, . . .). 
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Man hat, wie sofort ersichtlich ist, die Resultate 

4Wa = jda x — 4a = a 2 — - 2a L + a , 
4V)a x = da t — jda x = a 8 — 2a 2 + a 1} 



Ebenso erkennt man die Richtigkeit der Formeln für die dritten 
Differenzen 

4<®a = jd^a t — z/< 2 >a — a 8 — 3a 2 + 3a x — a , 

^C 8 )^ = z/Wfl^ — 4Wa t — a 4 — 3a 8 + 3a 2 — «! , 



Jtoa h - ^<X+i - JV>a k = a A+8 - 3a Ä+2 + 3a A+1 - a Ä . 

Die auf a bezüglichen Differenzen ^a lassen sich symbolisch sehr 
einfach darstellen; man hat nämlich die Gleichung 

(25) ^(*>a - (a - 1)», 

wenn man die rechte Seite so auffaßt, daß man die Jc to Potenz von 
(a — 1) bildet, dann jede Potenz von a, etwa a a , durch Umwandlung 
des Exponenten in einen Index in a a verwandelt und im letzten 
Summanden der Potenz insbesondere a° = 1 durch a ersetzt. Die 
Richtigkeit des Satzes folgt durch strenge Induktion. Man nimmt 
nämlich (25) als richtig an und schließt hieraus zunächst 

j^)a x - afi»(a - 1)«, 

wo bei der rechten Seite dieselbe symbolische Deutung Platz greift, 
indem a^a a durch a a+1 ersetzt wird. Daraus folgt dann 

^(*+i)a - af»(a - 1)« - (a - 1)<*> 

o=0 o=0 

= «*+i - (j)«i + ( 2 ) a *-i _ (s)°*-* + • • • ± a i 

- © a * + GH-* - (JK-« + • • • ± Q ai T a ° 

— (a — iy* +1 >; 
somit ist der Beweis induktiv geliefert. Aus (25) folgt weiter 

(26) 4V>a h - aF>(a - 1)«. 

Durch diese Formel wird die Aufgabe gelöst, eine beliebige Differenz 
Je*** Ordnung durch die Glieder der ursprünglichen Reihe darzustellen. 

Netto, Elementare Algebra. 7 
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§ 59. Umgekehrt ist es auch möglich, a n als Funktion von a , 
4a 09 4Wa , ^ (8) a , . . . ^/ (n) (a ) darzustellen. Gesetzt, man hatte fftr 
eine noch unbekannte Funktion F die Darstellung 

a n - F(a Q , 4a , ^a , . . . J^a ), 

dann gilt auch die abgeänderte Formel 

a n+1 — F(a ly 4a u J^c^, . . . J^a^). 

Um dies einzusehen, reicht es aus, die ursprüngliche Reihe 
a o> <ht <h> - ' - a % durch a lf <%, a s> ... a Ä+1 

zu ersetzen, welche ja nur eine abgeänderte Bezeichnung irgend einer 
Größenreihe vorstellt. Hätte man daher schon bewiesen, daß 

(27) «„ = «„+ (J) Ja + Q jVa + Q JWa + --- + Q J»a, 
ist, so würde man infolge der eben gemachten Bemerkung haben 

«w - «i + G)^«x + ö^s + (3^ (8) «i + ••• + 0^-v 

Nun ist aber, wie man aus (22), (23), (24) entnimmt, 
O! — a + 4a a , Ja^ — 4a + 4Wa , ^ (%) <h = 4ß>% + -^ 8) «o> • • •> 
und demnach wird 

«.+i - [«o + ^«ol + (i)[^«o + ^«ol + (!J)[^ (,, «o + ^ S) «ol + • • • 

=«o+( w tV a »+CtV <?>o » + ( w tV 8)a » + " ,+ ^" +1)ö » ? 

d. h. das für a n als richtig vorausgesetzte Bildungsgesetz (27) gilt 
auch für a n+1 . Nun ist es für n — 1, w = 2 richtig, wie 

«! — a + 4a , a 2 = a + 24a + z/Wa 

zeigt; und demgemäß gilt (27) allgemein. Auch diese Formel kann 
symbolisch, dem binomischen Satze entprechend, geschrieben werden 

(28) «„-(1 + ^) (n) «o, 

wobei nach der Entwicklung von (1 + <d) n jedes 4 k a durch J^a 
zu ersetzen ist. Aus (28) folgt, wie oben gezeigt worden ist, auch 

(29) a^-Cl + ^-V 

Aus (28) kann man die Summe der ersten Glieder einer Reihe 
durch die Anfangsglieder ihrer Differenzenreihen darstellen. Es ist 
in der Tat 

S^-Va + ^X; 



/ 
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hier kann man offenbar die symbolischen Potenzen nach den Rech- 
nungsregeln der gewöhnlichen behandeln und kommt so zu 

=o ^-(l + ^ ) 0)_ 1 o- jx) 

(30) -= Q^«»a + Q)jWa + ß)zf<»a + • • • + Q^-% 

§ 60. Als Beispiel nehmen wir für die a x in (21) die Glieder 
einer geometrischen Reihe an, d. h. einer Reihe, bei welcher die 
Quotienten aufeinander folgender Glieder konstant sind, 

(31) 1, q, q*, j 8 , ä 4 , q\ ..,; 
dann wird die erste Differenzenreihe von (31) 

(2-1), 2(2-1), q>(q-l), 2 S (2~1), «*(s-l), • • -, 
die zweite Differenzenreihe 

(2 - 1)', 2(2 - 1)S 2*(2 ~ 1)S 2"(2 - 1)*, 2*(2 - 1)', • • • 

und die x to Differenzenreihe allgemein auch wieder eine geometrische 
Reihe 

(2 - 1)", 2 (2 - 1)*, 2*(2 - l) x , 2 8 (2 - 1)", 2*(2 - 1)*, • • • 

Umgekehrt folgt, daß, wenn die erste Differenzenreihe von 

a o> a i? °ä> a n> a ±y • • • 

bis auf einen konstanten Faktor gleich der ursprünglichen, d. h. 
wenn sie 

c * a o> c m #i> c • a 2} c • a 3 , c • a 4 , . . , 

ist, die Reihe der a dann eine geometrische sein muß. Denn man hat 

<h = % + ca = a (l + c), 

a 2 = a t + ca x = a t (l + c) — a (l + c) 2 , 

a s — a a + ca a — «iC 1 + c ) = a o(! + c ) 8 » 



«*+i Ä a h + ™ h - «*(! + c ) - a o(! + <0 A+1 - 

§ 61. Wir haben uns früher (§ 14, S. 14 und § 46, S. 83) schon 
mit den arithmetischen Reihen erster und zweiter Ordnung beschäftigt. 
Jetzt definieren wir allgemein als eine arithmetische Reihe & ter 
Ordnung eine solche, deren & te Differenzenreihe aus einander gleichen 
Gliedern besteht, sodaß also 
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und folglich 

z/(*+% = 0, ^+ 1 >o 1 = 0, ^(*+ 8 )o a - 6, . . . 

wird. Für die arithmetischen Reihen Je** f Ordnung vereinfachen sich 
daher die Formeln (25) bis (30), indem alle dWa k = gesetzt werden 
können, bei denen a ^ Je + 1 ist. Die allgemeinste arithmetische Reihe 
A tor Ordnung erhalten wir, wenn die Größen, die als Anfangsglieder 
der Differenzenreihen auftreten, 

a - d , 4a - ^, 4&a = dj, . . . ^ k \ - d Ä , ^(* + *>a = (A^ 1) 
ganz beliebig angenommen werden. Dann liefert (27) die Form 

(27») «„ = <*„+ GH + (2)^ + ••• + (£)<** 

als Darstellung der Glieder; und (30) die Form 

""«*- GH+ GH + 0*+ ■■■+(*;.)*. 




= 



als Darstellung der Reihensumme. 

Wir erkennen nun sofort, wenn h < Je ist: 

I. Die Ä te Differenzenreihe einer arithmetischen Reihe 
A te * Ordnung ist eine arithmetische Reihe der Ordnung (Je — h). 

II. Wenn umgekehrt die <dWa n eine arithmetische Reihe 
(Je — A) ter Ordnung bilden, dann liefern die a n eine solche der 
Ordnung Je. 

Weiter gelten folgende Sätze: 

III. Wenn a n das allgemeine Glied einer arithmetischen 
Reihe & ter Ordnung ist und b n das allgemeine Glied einer 
arithmetischen Reihe P 6 ' Ordnung, und wenn Je I> l ist, dann 
ist (a n + 6 n ) das allgemeine Glied einer arithmetischen Reihe 
von höchstens jfc ter Ordnung. Denn es ist ^ ( * +1) (a n ± & n ) =0. 

IV. Daraus folgt, daß, wenn c eine Konstante bedeutet, 
c - a n das allgemeine Glied einer arithmetischen Reihe 
Je** Ordnung ist. 

V. Ferner ist (a n • 6 W ) das allgemeine Glied einer arith- 
metischen Reihe der Ordnung (Je + f). Um dies durch strenge 
Induktion zu beweisen, wollen wir annehmen, der Satz stünde schon 
fest für alle 

Je + l =~ 1, 2, 3, 4, . . . (q - 1) . 

Wir beweisen ihn daraus für Je + l = #. Dazu betrachten wir 

Nun ist (a n+1 — a n ) das allgemeine Glied einer arithmetischen Reihe 
der Ordnung (Je — 1), und nach dem als richtig angenommenen Satze 
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ist das Produkt (a n+1 — 0„)&»+i das allgemeine Glied einer arithme- 
tischen Reihe der Ordnung (Je + 1 — 1)] gleiches gilt für 0„(& n+1 — &„) 
und deswegen nach III. für 4(a n b n ). Daher liefern nach II. die 
(a n bj eine arithmetische Reihe (Je + Ö ter Ordnung. 

Nun gilt der Satz für S-fl = l; denn das fordert Je = 1, l = 
oder Je = 0, Z = 1; für eine Reihe ter Ordnung ist a n konstant; also 
gilt IV. Deshalb ist V. allgemein richtig. 

Natürlich läßt sich dieser Satz auf das Produkt der allgemeinen 
Glieder einer beliebigen Anzahl arithmetischer Reihen ausdehnen. 

§ 62. Als besonderen Fall von Reihen A* 61 Ordnung kann man in 
(27 a ) setzen d Q = d^ = • • • = d k _ x = 0, d k = 1 und für die Reihe 

W \kh ( h M Je )>'•'( Je )>'•• 

Ein weiterer besonderer Fall wird durch die Potenzen der Zahlen 

(ß) 1*, 2*, 3*, . . . w* 

geliefert. Dies folgt aus V. des vorigen Paragraphen, wenn man 
berücksichtigt, daß die Reihe der natürlichen Zahlen eine arithme- 
tische Reihe erster Ordnung ist, daß also ihre Quadrate eine solche 
zweiter Ordnung bilden u. s. f. 

Wenden wir (25) S. 97 auf diese beiden besonderen Fälle an, 
indem wir ^* +a >a bilden, dann folgen die Formeln, die sich auf (cc) 
bezw. (ß) beziehen, 

(«o o=( 2 YV(*iT*^->(*tT*^- 2 ) 

-ct a )r + rv-; 

(p) - (k + «)*-(* + «)(* + cc-lf+ (* + ")(& + cc - 2)* 

-(* + ") (fc + «-3)* + .... 
Die Summe der («) wird durch ((10 b ) S. 91) geliefert; es wird 

a = 

Wir wollen die entsprechende Summe für (/3), d. h. wir wollen 
(0") <*> - 1* + 2* + 3* + ... + n k «°>« n) 

zu berechnen suchen« Man hat nach dem binomischen Satze 
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2*+» = (l + l)*+i=l*+i+(*+ 1 )l*+(* + 1 )l*-i + ... + l, 
3*+i = (2 + 1)*+*= 2*+* + (* + 1 )2*+ (* + 1 )2*- 1 + ••• + 1, 
4*+t - (3 + 1)»+!= 3*+i + f*"}" 1 ):** + f** 1 )«*- 1 + ••• + 1, 

(„ + l)*+i = („+ i)»+i - „*+i + (* + *W + (* + x W-i + ••• + 1; 
addiert man diese Gleichungen, so ergibt sich 

(n+ l)* + X_l = (* + 1 ) < *) + (* + 1 )^-l) + (* + 1 )^-3) + ... +< ,(0) ) 

und so entsteht die Rekursionsformel 

(32) ^)^^{(n.+ iy^-l-( k +y^-( k +y^ <»)}. 

Mit ihrer Hilfe kann man der Reihe nach öQ\ 6&\ (fö\ . . . berechnen. 
Man findet sukzessive 

<#> - i(»* + 2»-») = in» + in - *£±!), 

«ffl) = A{»» + 3n» + 3w - 3(iw J + i») — w} 

,^+^+K- " ( * +i y ,,+i) , 

öW- s i{»* + 4n 8 + 6»» + 4»-6(i» s + in s + i»)-4(i» s + i»)-w} 
= }n* + i«» + i»*=(^)', 

< 4) = > 5 + i» 4 + > 8 - >, 

< 6 > = in« + i« 5 + >*-in», ... 

Bemerkenswert ist die Beziehung zwischen ö£> und <yW 

welche sich hierbei ergibt, d. h. die Summe der dritten Potenzen 
der natürlichen Zahlen 1, 2, 3, . . . n ist gleich dem Quadrate 
der Summe dieser Zahlen selbst. 

§ 63. Wir wollen noch einiges über die Koeffizienten der bi- 
nomischen Formel, also über die sogenannten Binomialkoeffizienten 

'(:)■ 

den früheren Resultaten hinzufügen. Zunächst zeigt der binomische 
Lehrsatz die Entstehung und die Berechtigung der Benennung als 
Binomialkoeffizienten. Wir können nun diese Binomialkoeffizienten 
in Gestalt eines Dreiecks folgendermaßen anordnen: 
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1 W = 0, 

11 ü-1,' 

12 1 n = 2, 

13 3 1 w-3, 

14 6 41 n = 4, 

1 5 10 10 5 1 w = 5, 



Hierbei beginnt und endet jede Zeile mit einer Eins; und jede mitt- 
lere Zahl einer Zeile ist die Summe der beiden aus der zunächst 
darüber stehenden Zeile, zwischen denen sie sich befindet. Geht man 
umgekehrt von dieser einfachen Bildungsvorschrift aus, und ist dann 
in der jfc ten Zeile die Folge der Elemente schon auf irgend eine Weise 
erkannt als 

». Ct 1 ). Ct 1 ).- C=D. f :*).-. 

so ist sie in der (Je + l) ton Zeile nach der eben angeführten Bildungs- 
vorschrift 

i.frwwcTV-.m+ei;).-.--. 

d. h. nach (10 Ä ) S. 90 gleich der Folge der Binomialkoeffizienten 

K \ / K \ / K 



». «Mi).-«); 



Dies gibt, wenn man beachtet, daß die zweite Zeile die Binomial- 
koeffizienten erster Ordnung liefert, den Beweis für den Satz, daß 
das obige arithmetische Dreieck die Binomialkoeffizienten liefert. 
An diese Gestaltung pflegte man in früherer Zeit ausfuhrliche 
Betrachtungen anzuknüpfen; in der Tat lassen sich sehr mannigfache, 
oder, wie man sich etwas überschwenglich ausdrückte, die „wunder- 
barsten" Resultate aus der gegebenen Zahlenanordnung ableiten. Wir 
wollen hier nur auf diejenigen Reihen hinweisen, welche dem linken 
(oder auch dem rechten) Rande des Dreiecks parallel laufen und die, 
horizontal geschrieben, die Gestalt haben 



1, 


1, 


1, 


1, 


1, 


!,•• 


1, 


2, 


3, 


4, 


5, 


6,--- 


1, 


3, 


6, 


10, 


15, 


21, • • • 


1, 


4, 


10, 


20, 


35, 


56, • • • 


1, 


5, 


15, 


35, 


70, 


126, • • • 



Diese Horizontalreihen heißen figurierte Reihen der O** 1 , l*" 1 , 
2 ten , • • • Ordnung. Es ist die w te figurierte Zahl 7c ter Ordnung 



/fc + n — 1\ __ /fc+w — 1\ 



1 



104 Viertes Kapitel. § 64— § 66. 

die Summe der w ersten figurierten Zahlen (Je — l) tor Ordnung ist 
gleich der n ten figurierten Zahl & ter Ordnung. 

§ 64. Nach diesen Anwendungen des binomischen Satzes wollen 
wir auch auf eine Anwendung des polynomischen Satzes zahlentheo- 
retischer Natur eingehen. 

Wir bilden, indem wir unter n eine beliebige ganze, unter p eine 
Primzahl verstehen, 

wp=(i + 1 + h — + iy 

- ^ «t i «,T— v ^ 1Xa * " ' 1Xl (*i + * + • • • *, -i0- 

Aus der Ableitung des polynomischen Satzes folgt, daß alle Poly- 
nomialkoeffizienten ganze Zahlen sind. Jeder der eben hingeschriebenen 
Koeffizienten enthält im Zähler den Faktor p; dieses p kann sich nur 
in den Fällen wegheben, in welchen ein x gleich #, die anderen gleich 
werden; dies kann nur nmal geschehen; also hat man, indem man 
alle durch p teilbaren Summanden in ein Glied zusammenfaßt, 

wp= 1*+ 1*H + l*> + p- P, 

wo n Summanden l p auftreten, und P eine ganze Zahl bedeutet. 
Demnach ist 

rP — n = p • P, 

d. h.: Die Differenz (w?— n) ist für jede ganze Zahl n durch 
die Primzahl p teilbar. Schreibt man für jene Differenz auf 
der linken Seite n (nP~' 1 — 1), so sieht man, daß, wenn n nicht durchs 
teilbar ist, (wp* 1 — 1) es sein muß. So kommt man zu dem berühmten 
Fermatschen Theorem: Bedeutet p eine Primzahl und n irgend 
eine nicht durch p teilbare Zahl, dann ist (nP~ x — 1) durch p 
teilbar. So hat man z. B. bei p = 7 

2 6 - 1 - 63 _ 7 • 9, 3 6 - 1 - 728 - 7 . 104, 4 6 - 1 = 4095 _ 7 • 585, 

5 6 - 1 = 15624 - 7 • 2232, 6 6 - 1 - 46655 - 7 . 6665. 

§ 65. Wir kehren nun zu dem Ausgangspunkte dieses Kapitels, 
zu den Permutationen zurück. Der Abkürzung halber setzen wir 

1 • 2 • 3 • • • (n — 1) w = n\ = N 

und benutzen als Elemente die natürlichen Zahlen 

(33) 1, 2, 3, ... n 
statt der früheren Elemente 

a l> a 2> a 9) ' ' ' a n> 

sofern dies ohne Verwechslung möglich ist. Wir können dann also 
eine jede Permutation der Elemente (33) durch die Anordnung 

( 34 ) h> h, H>'' K 0« = 1, 2, 3, ... w) 
darstellen, wobei die i aJ) iß, • • • alle untereinander verschieden sein müssen. 



, 5, 1, 7; 


dann, indem wir 


, 5, 1, 7; 


99 


99 99 


, 2, 1, 7; 


99 


99 99 


, 2, 4, 7; 


99 


99 99 


, 7, 4, 2; 


99 


n 99 


, 7, 2, 4. 
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Von der natürlichen Anordnung (33) der n Elemente können wir 
zu jeder anderen Anordnung (34) dadurch kommen, daß wir hinter- 
einander eine Reihe geeigneter Vertauschungen immer von je zwei 
Elementen vornehmen. Eine solche Vertauschung von zwei Elementen 
nennen wir eine Transposition derselben. So können wir z. B. den 
Übergang von 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 zu 6, 3, 5, 1, 7, 2, 4 

machen, indem wir zuerst miteinander 

vertauschen 1 und 6; es entsteht 6, 2, 3, 4, 
;; 2 „ 3; „ „ 6, 3, 2, 4, 
99 * 99 5; „ „ 6, 3, 5, 4 ; 
99 4 „ 1; „ „ 6, 3, 5, 1 
» 2 » 7; „ „ 6, 3, 5, 1 
99 2 „ 4; „ „ 6, 3, 5, 1 

Es ist ersichtlich , daß die an dem Beispiele dargelegte Methode 
allgemein gilt; aus ihm ist zugleich zu entnehmen, daß die Anzahl der 
notwendigen Transpositionen (n — 1) nicht übersteigt; denn man kann 
ja, wie sich eben zeigte, je Ein Element durch je Eine Transposition 
auf den richtigen Platz bringen; und haben erst (n — 1) Elemente 
ihre richtigen Plätze, so steht natürlich auch das letzte an der ihm 
zugewiesenen Stelle. Eine Transposition, welche die Elemente a und b 
miteinander vertauscht, wollen wir durch das Symbol (ab) bezeichnen. 
Das eben behandelte Beispiel benutzt danach die Aufeinanderfolge der 
Transpositionen 

(16), (23), (25), (41), (27), (24). 

Es ist klar, daß statt (ab) auch geschrieben werden kann (ba). Setzen 
wir die Symbole mehrerer Transpositionen hintereinander, 

(ab) (aJJ (a 2 & 2 ), 

so soll dies bedeuten, daß die linksstehende zuerst ausgeführt werden 
soll; danach die rechts benachbarte u. s. f. 

Die Überführung einer Permutation in eine andere kann mit Hilfe 
von Transpositionsfolgen auf sehr verschiedene Art ausgeführt werden. 
So leitet man den oben behandelten Übergang auch durch die nach- 
stehenden Transpositionsfolgen her 

(16) (12) (13) (15) (17) (14), 

(57) (45) (26) (15) (56) (35), 

(34) (25) (67) (45) (27) (64) (16) (13), 

(12) (23) (35) (46) (57) (67) (24) (13) (45) (17), 

Man sieht, daß die Anzahl der notwendigen Transpositionen nicht kon- 
stant ist; das ist schon daraus erkennbar, daß man an jeder Stelle 
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zwei beliebige, einander gleiche Transpositionen (ab) (ab) einschalten 
kann. Es ist aber hierbei sehr bemerkenswert, daß, auf welche Art 
diese Überführung auch vorgenommen wird, die Anzahl der dazu 
erforderlichen Transpositionen entweder stets eine gerade, 
oder aber stets eine ungerade sein wird. 

§ 66. Am einfachsten wird dieser Beweis durch die Ausnutzung 
eines neuen Begriffes geführt; der auch sonst häufig vorteilhaft ver- 
wendet werden kann. Wenn die Elemente als Zahlen geschrieben 
werden, dann wollen wir sagen, ein Komplex von Zahlen 

(J) h> h} Hf' mmi n 

habe x Inversionen, wenn in ihm xmal eine größere Zahl vor einer 
kleineren steht; dabei braucht dieses Voraufgehen nicht ein unmittel- 
bares zu sein; eine Inversion tritt stets ein, sobald irgend ein späteres 
Element kleiner ist, als irgend ein früheres. So liefert z. B. der 
Komplex 

5, 3, 6, 1, 7, 2, 4, 10, 9, 8 

für 5 als erstes Element 4 Inversionen, für die 3 deren 2, für die 6 
ebenso viele u. s. f., und im Ganzen 14 Inversionen. 

Es soll nun zuerst bewiesen werden, daß die Verwendung einer 
Transposition 6 = (i a i*) auf (J) einen Komplex 

hervorruft, dessen Inversionenzahl sich von der des Komplexes (J) 
um eine ungerade Zahl unterscheidet. 

Dabei ist es zunächst klar, daß eine Veränderung in den In- 
versionen von keinem der Elemente i l7 i 2 , • • • i a-1 herrühren kann; 
denn jedes Element, welches in (J) hinter einem von ihnen steht, 
steht auch in (Ji) dahinter. Ebensowenig kommen ia +1 , • • • i H in Be- 
tracht. Es bleiben also nur 

GH i a> i a + l7--> i Y >' ">*{*-!> *(*> 

W) V *« + !> ' ' *> V ' ' '» V-l> *« 

zu berücksichtigen. Ist ein i Y <i a7 i» oder i y >i a9 ia f so geben die 
Folgen i a , • • • i y , • • • in und i«, • • • i y , • • • i a in jedem Falle eine einzige 
Inversion; die Anzahl in (eT) ist also dadurch, daß man zu (J{) über- 
geht, nicht geändert. Ist dagegen i a <i y <i* oder fc a >*y>**> so 
finden in dem einen Falle zwei Inversionen statt, im anderen Falle 
kommt keine vor; also ändert sich die Inversionenzahl von (J r 1 / ) gegen- 
über (J') um ein Vielfaches von 2. 

Es bleibt nun endlich noch die Änderung zu berücksichtigen, die 
durch die Umstellung von i a} iß in iß, i a hinsichtlich dieser beiden 
Elemente selbst vor sich geht. Dabei erkennt man, daß die eine 
Folge eine Inversion bietet, die andere keine. 



J 
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Demnach haben wir bewiesen: Die Anzahl der Inversionen 
eines Komplexes (J) ändert sich durch die Anwendung einer 
Transposition auf (J) um eine ungerade Zahl. — Wendet 
man also x Transpositionen an, so ändert sie sich um eine 
gerade oder eine ungerade Zahl, je nachdem x gerade oder 
ungerade ist. 

Gesetzt nun, die Permutation 1, 2, 3, • • • w wäre durch eine Anzahl 
von Transpositionen (cc ß) in die Permutation 

übergeführt, und gesetzt, diese resultierende Permutation hätte ä In- 
versionen, dann folgt aus dem eben bewiesenen Satze, daß die Anzahl 
der überführenden Transpositionen stets gerade ist, wenn S gerade ist, 
und stets ungerade, wenn ö ungerade ist. Dieses d hängt allein von 
der Schlußpermutation ab und nicht von der Art der Überführung; 
es ist daher ä für alle Arten der Überführung invariant; und deshalb 
ist die Anzahl der überführenden Transpositionen entweder stets ge- 
rade oder stets ungerade. 

Der bewiesene Satz läßt sich leicht folgendermaßen verallgemeinern. 
Führt man eine willkürliche Permutation der n Elemente 
1, 2, 3, • • • n f etwa 

in eine andere über 

*i> "*) *hy ' ' ' *n> 
indem man eine Reihe von Transpositionen in Anwendung 
bringt, so ist deren Anzahl, wie die Überführung auch ge- 
schehen möge, entweder stets gerade oder stets ungerade. 

Die Richtigkeit des Satzes folgt aus dem schon bewiesenen durch 
die Bemerkung, daß eine bloße Änderung der Bezeichnung vom zweiten 
auf den ersten Satz zurückführt. 

Hiermit sind die notwendigen Vorarbeiten abgeschlossen, welche 
für die Erweiterung des Determinantenbegriffes zu machen waren, und 
wir können nun die allgemeinen Determinanten in unsere Betrachtungen 
einführen. > 



Fünftes Kapitel. 

Determinanten. Lineare Gleichungen mit mehreren Unbekannten. 

§ 67. Es seien w 2 Größen a ik (i, Je = 1, 2, 3, . . . n) gegeben, die 
wir in n Zeilen Z lf Z %} . . . Z n und in n Spalten S 19 8 i7 ... S n 
einordnen und als ein System auffassen 



(i) (««) - 



a n a 12 a lz ... a^ 

«21 «22 «23 • * * «2n 



«nl «»2 «n3 • • • a nn > 



Der erste Index i von a ik gibt die Ordnung der Zeile und der zweite 
Index Je die Ordnung der Spalte an; a ik ist also das Element, in dem 
sieb die i te Zeile und die ife te Spalte kreuzen. Zeilen sowohl als 
Spalten wollen wir unter dem Ausdrucke Reiben zusammenfassen. 
Wir bilden nun das Produkt aus den n Gliedern der Haupt- 
diagonale von (1), d. h. der Diagonale, die von links oben nach rechts 
unten verläuft, 

( 2 ) «11 • «22 ' «88 • • • «»« 

und leiten hieraus ohne Änderung der ersten Indices jedes Faktors 
nur durch Vertauschung der zweiten Indices untereinander alle 
möglichen 2V— w! Produkte 
(2 a ) «i,-, • a 2i% • a 9i9 . . . a nin 

her, unter denen sich dann auch (2) selbst befindet. 
Bezeichnen wir für den Augenblick durch 

Lh> hf h> • • • Vi 
die Anzahl der in der Permutation 



h> h* h) • • • *n 



vorkommenden Inversionen und bilden dann die Summe der N Glieder 

(3) I>-2;(-l)^---W^fl^ a si n -' a ni n > 

so heißt diese die Determinante des Systems (1). Da in ihr 
n Zeilen und n Spalten vorkommen, so heißt die Determinante eine 
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solche n*** Grades. Man gebraucht für die Determinantenangabe 
auch die Bezeichnungen 



D = 



a n a 12 ... a ln 

^21 ^22 • • * ^2n 



a nl a n$ 



a 



nn 



&•%. 
**** 



(i. Je = 1, 2, . . . n) 



(3 a ) 



= 2;±a n a 23 ...a nn = |a A1 a Ä2 -.-a Ätt | (A = l,2,...w) 



— | Sj S 2 . . . 5 n | — 



'2 



Wenden wir die gegebene Bildungsregel auf die einfachsten Fälle 
von n an, so ergibt sich für w = 1, daß ein einzelnes Element a n 
als Determinante ersten Grades aufgefaßt werden kann. 

Für n = 2 wird 



Z) = 



a il a i2 
^21 **22 



"~ tt ll Ä 22 



a i2 a n 5 



dies stimmt also mit der in § 9 S. 9 gegebenen Erklärung der 
Determinanten zweiten Grades völlig überein. 
Für n = 3 ergibt sich 



a n a 13 a n 



«w 



a, 



'22 



«23 



tt 31 ^82 ^38 



=» a n a 22 0^3 fl n fltgs ^82 
l %2 tt 28 a &l a i2 ^21 ^88 
+ #18 ö 21 Ä 82 ^18 Ä 22 a Sl * 

Bei w=4 repräsentiert das Determinantensymbol bereits 24 Glieder; 
bei n = 5 schon 5! = 120 u. s. f. 

§ 68. Gehen wir wieder von (2) aus ; lassen aber jetzt die 
zweiten Indices unverändert und permutieren die ersten, so können 
wir der Bildung (3) eine andere 

(4) D'= 27(- 1)ÄA- ^a kil a K% . . . a^ 

zur Seite stellen. D' ist gleichfalls eine Determinante w* 611 Grades, 
nämlich 



D'-I5 



wie man sieht, sobald man 



'A*l? 



(A, & — 1, 2, . . . w) 



setzt. 



'hk 



a 



kh 



für 



Für n ~ 2 ergibt sich 

D' = 6 U 6 22 — fe 12 fe 21 — a u a 22 — a n a 12 = D ; 



n 
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P' — b n & 2a & s8 + &12 &28 hl + \s hl 6 82 ~ &11 &28 6 82 ~ &12 hl 6 88 ~ &18 &22 &S1 
= a n a 22 #83 H" ^21 Ä 82 ö 18 "t" ö 81 Ä 12 ^28 — Ä ll ^82 Ä 28 ^21 °12 ^83 — a 31 ^2 a i8 

= D. 

Wir wollen beweisen, daß allgemein die Gleichung gilt 

Zu diesem Zwecke betrachten wir ein beliebiges Glied von D', z. B. 

(5) (- l)«*»*-*^ a K 2 . . . <^ w . 
Die Permutation 

Ä^, Äg, & 8 , ... & w mag aus 1, 2, 3, . . . n 
durch die Verwendung der v Transpositionen 

(6) t x , t% f t 3 , ... t v _ 2 , t v -\> t v 

in der hingeschriebenen Reihenfolge entstanden sein. Dann fuhrt die 
umgekehrte Folge 

(6 a ) t v} K-u ^-2> • • • h> t*) ^i 

die Permutation 

\> hs> ^8; • • • K wieder in 1, 2, 3, . . . n 

über. Wendet man dabei (6 a ) auf (5) in der Weise an, daß mit der 
Vertauschung der ersten Indices Je , Jc a zugleich 

(7) V> K« 
miteinander vertauscht werden, so geht (5) in ein 

über. Hier ist 

[ki, ki, . . . &J = i/ == [^, Z a . ..ZJ (mod.2), 

da die v Transpositionen (6 a ) die zweiten Indices aus (7) 

JLj Uy Öy . • . fl in L-ty Vq y Vo , m . . P_ 

umgewandelt haben. Demnach ist (5) identisch mit 

d. h. mit einem Gliede von D. Die durchgeführten Schlüsse bleiben 
für jeden Summanden (5) von D' bestehen; folglich ist 

(8) D-D' 
oder 

(s a ) k*l-l«« 



v »*n 



Wir fassen das in diesem Paragraphen Bewiesene zusammen. Wir 
nennen das System, welches aus (1) S. 108 durch Vertauschung der 
Zeilen mit den Spalten hervorgeht, 
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(9) 



K<) - 



<hi <hi 



a 



nl 



a 



12 



«22 



a 



n2 



l«l» «St« 



a 



nn 



das zu (1) konjugierte System. Ebenso sollen die beiden Deter- 
minanten (8) als konjugierte Determinanten bezeichnet werden. 
Offenbar ist das konjugierte System des konjugierten gleich dem ur- 
sprünglichen Systeme. 

I. Konjugierte Systeme haben gleiche Determinanten. 
Konjugierte Determinanten sind einander gleich. 

II. Eine Determinante ändert ihren Wert nicht, wenn 
man ihre Zeilen in gleicher Folge zu ihren Spalten macht 
und umgekehrt. 

§ 69. Wir betrachten jetzt die Determinante des Systems, welches 
aus (1) dadurch entsteht, daß man die a te und die /3 te Zeile mitein- 
ander vertauscht. Wir können es nach unseren Festsetzungen in 
§ 67 kurz 



(10) 



1^1 

: / • \ 

Z A k 

: > = : 

z " z « 

et 



schreiben, indem wir nur die Zeilen angeben. Die Determinante D" 
von (10) wird aus (3) erhalten, wenn man die ersten Indices u und ß 
miteinander vertauscht. Also ist 

D" - 2J(- l)ft.-«an . . . a.. lf ^ 1 ■ a^ a a+Ma+1 . . . a,.^ • <,, . . . 
= 2;(-l)^-^a^...a^ 

Nun unterscheidet sich die Reihe der zweiten Indices in der letzten Zeile 



% 



i* 



i„* % t 



von der in der ersten Zeile der Gleichung für D" 



. . * v m 



1> **9 



lös ... 1 



a-1? *a> "a + l; 



. . . % 



ß-l> v ß9 v ß + l> 



• . • % M 



nur durch die Ausführung der Transposition (i a) f^); folglich sind 
die in der Determinantenbildung auftretenden Vorzeichen der Glieder 
verschieden, und es ist 



und 



( — l)[h»---»nJ = — ( — l)[H--^--»a"*»] 

D«= _ jp(_ l)c -V"'«-^ . . . 0mit . . . a ?tia 



a «,0 



n 
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Man erkennt daher: III. Durch die Vertauschung zweier Zeilen 
oder zweier Spalten einer Determinante, d. h. zweier Parallel- 
reihen, ändert die Determinante nur ihr Vorzeichen. 

Daraus folgt sofort: IV. Eine Determinante hat den Wert 
Null, wenn die entsprechenden Elemente zweier Parallel- 
reihen einander gleich sind. 

Denn vertauscht man die beiden Reihen, so geht nach III. D in 
(— D) über, kann sich aber wegen der Gleichheit der Reihen nicht 
ändern; also muß D gleich oo oder gleich sein. Da das erste aus- 
geschlossen ist, so folgt D = 0. 

Wir wollen durch mehrfache Anwendung des Satzes III. weitere 
Resultate über Determinanten herleiten. Der eben bewiesene Satz liefert 

= (— l) 2 -^!,^,...^, s a _ 2 , s a _ t ,...\ 

_ .... 

= (—l)"~ 1 -\S a ,S 1 ,Si f ...8 a _ 1 ,S a+1 ,...\. 

Hierdurch wird die « to Spalte zur ersten, während die übrigen ihre 
frühere Aufeinanderfolge beibehalten. Genau durch dieselben Schlüsse 
kann man die ß* e Zeile zur ersten machen, dabei aber die Folge der 
übrigen Zeilen ungeändert lassen. Wendet man beide Sätze zugleich 
an, so ergibt sich als Resultat 



(ii) 



a 



a 






a 



all 



. . . a 



a,ß-l> 



a 



«,/* + !. 



a 



11 ; 



• * • Ctr- 



i,/9-i; 



a 



1,/S + 1> 



a a-l,ß) a «-i,l; • • • a a-l,/*-l> a a-l,/? + i; • • • 
a a + l t ßt a « + l,l> • • • a a + l,ß-l} a « + l,£ + l> ' " • 



= (-i)«+/»|«,. 



(i, & = 1, 2, ... w). 

Durch die Formel (11) wird die Aufgabe gelöst, eine Deter- 
minante so umzugestalten, daß ein bestimmtes Glied a a * an die erste 
Stelle der ersten Zeile tritt. 

§ 70. Ist eine ganze Funktion f(a, b, c,d,.. .) von beliebig 
vielen Veränderlichen gegeben, welche die durch die Gleichung 

f(at, bt, et, dt, . . .) = P • f(a, b, c,d, . . .) 

bestimmte Eigenschaft hat, so heißt f(a, &,...) homogen von der 
v** 1 Dimension. Es sind daher z. B. die folgenden Ausdrücke dreier 
Variablen a, b, c 

a + b + c, a* + bc, a*b + bc 2 + ca*, a 4 + ¥ + c 4 , ... 

homogene ganze Funktionen erster, zweiter, dritter •••Dimension, da 
sie bei der Substitution ta, tb, tc für a, b, c nur die Faktoren t, t*, 
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ft, & annehmen; dagegen ist keiner der Ausdrücke 

a + b 2 + c 8 , o? + a 2 b + c, abc + ab + a 

eine homogene Funktion von a, 6, c oder von zweien oder von einer 
dieser drei Größen. 

Multipliziert man eine ganze homogene Punktion f der Dimen- 
sion ft mit einer solchen g der Dimension v, so entsteht eine ganze 
homogene Funktion der Dimension (ft + v). Denn es wird 

f{at 7 bt } . . .) • g(at, bt, . . .) = i^f{a, b, . . .) • t v g(a, &,...) 

~^ + *- (MV ••> •£(<*, &,.••))• 
Ist die ganze homogene Funktion f der Dimension p durch die ganze 
homogene Funktion g der Dimension v teilbar, dann wird, wie man 
ähnlich beweist, der Quotient eine ganze homogene Funktion der 
Dimension (jl — v). 

Eine Konstante kann als ganze homogene Funktion ter Dimension 
aufgefaßt werden. Eine ganze homogene Funktion ter Dimension ist 
eine Konstante. Ist daher eine ganze homogene Funktion durch eine 
andere der gleichen Dimension teilbar, so ist der Quotient eine Kon- 
stante. 

Es folgt aus (3) sofort: V. Die Determinante \a ik \ ist in 
den Gliedern jeder einzelnen Zeile oder Spalte homogen von 
der ersten Dimension. Der Wert einer Determinante wird 
mit t multipliziert, wenn man alle Glieder einer Reihe mit t 
multipliziert. — Daraus folgt weiter wegen IV. der Satz V a : Sind 
entsprechende Glieder zweier Reihen einer Determinante 
einander proportional, so hat die Determinante den Wert Null. 

Ebenso erkennt man ohne weiteres aus (3): VL Setzt man in 



für die Elemente einer Zeile Z. 



(12) a al - 
dann wird 



(13) 



a 



Kl + C aU 



a a2 — ^«2 H" C a2> 



a 



T 

™an "an 



"I" C an9 



d'X. 



a n . 

• i 


• • 




• 


' * ' *an 

> « • 


+ 


«»l 


• • • Cv__ 

RR 





11 



a 



'al • ' 



In 



an 



a 



nl 



a 



nn 



wo rechts die beiden Summanden dadurch aus \a ik \ ent- 
stehen, daß man die a to Zeile einmal durch die b al , . . . und 
einmal durch die c al , . . . ersetzt. Der entsprechende Satz für 
die Spalten ist ebenso ersichtlich. Wir bringen ihn in die Formel 

(13 a ) \8 1} ... 8 a + S a \ ... 5,1 — |fl5i, ... fl£, •••#J + |#ii-.- S a \ ... S n \. 
Ist nun insbesondere in (12) 

c ai - 2 ' <*ßu c a% Ä 2 ■ dp*, • • • c an - q • a ßn (« + /*), 



Netto, Elementare Algebra. 
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so erhalt in (13) die zweite Determinante den Wert 0, wie aus V. 
sofort folgt. Bei veränderter Bezeichnung heißt dies also, daß sich 
| a ik | nicht ändert, wenn man die Zeile Z a durch Z a + qZß ersetzt. 
Das gibt den Satz: 

VII. Der Wert einer Determinante ändert sich nicht, 
wenn man die Elemente einer Reihe um die Produkte der 
entsprechenden Elemente einer Parallelreihe und eines kon- 
stanten Faktors vermehrt. 

Wendet man den Satz (13 a ) mehrfach an, dann gelangt man zu 
der Formel 

(13") | Sf»> + fift flj» + Sfr Sp + 8p,...\-2\ SJ->, 8p, 8jp, . . . |, 

wobei a, ß unabhängig voneinander die Werte 1 und 2 durchlaufen, 
sodaß die Summe 2" Summanden umfaßt. Die Erweiterung des 
Satzes nach der Richtung, daß die einzelnen Spalten links in mehrere 
Summanden zerlegt werden, ist leicht ersichtlich. 

Wir wollen hiervon eine Anwendung geben. Es sei vorgelegt 

a l tt 1 + a % ct %} a 1 ß 1 + a % ß tf Wi + W* 
dies wird nach unserem Satze 



(14) 



a i a u a xßi> a iYi 
6 i«i; hßu \Yi + 
<i«i> <iA, c iYi 

a x a 1} a^ßt, a^Yi 

+ h*i9 hß*> hr* 



a^, a ± ß l} ögft 

h a i, hßt> hYs + 

<TL*19 C lßl> C %Y% 

0*«2; a ißu <hYi 
+ M*; \ßi, hVi 



a i"i> <hßi> a iYi 
Mi> hßs> \Y\ 



+ 



Aus V a . folgt das Verschwinden jedes dieser acht Summanden und also 
das von (14). Der allgemeine Satz wird durch 



(14») 



m 




a lk*Xi 



— 0, (i,& = l,2, ...w; m<w) 



gegeben; sein Beweis stützt sich auf gleiche Betrachtungen wie der 
von (14). 

§ 71. Da \a ih \ in den Elementen der ersten Zeile homogen von 
der ersten Dimension ist, so kann 

(15) | a ih | - a 11 A ll + a 12 A l2 + - • • + <h n An 

gesetzt werden. Dies ist, da die ö^, a 12 , . . . a ln untereinander und 
die A 11} A 19 , . .-. A ln von den a n , o^, . . . a ln unabhängig sind, nur 
auf eine Art möglich. Aus (3) ist die Bedeutung der -4^ klar: A n 



Determinanten. Lineare Gleichungen mit mehreren Unbekannten. 115 



ist der Koeffizient von a ll; ebenso A^ % der von a 12 u. s. w. in der 
Entwicklung von D. Da nun 

A n = 27(- lp.M.-U^fln . . . a nin = 2J(- l)^-«a^a^ . . . a.^ 

-IVl G*,v-2,3,...n) 

ist, so findet man A 11} indem man in dem Ausdrucke von 

D = |««l (»,i-l,2,8,...») 

die erste Zeile und die erste Spalte tilgt und dadurch aus D eine 
Determinante (w — 1)*®* Grades herstellt. 
In gleicher Art wie (15) kann man 

(15 a ) | a ik | = a al A al + a a% A at + • • • + a aß A aß + • • • + a.,4,, 

(a = 1, 2 ; . . . n) 

ansetzen; es ist nun leicht, J^ zu bestimmen. Wendet man nämlich 
(11) S. 112 an ; so geht die linke Seite von (15 a ) in 



(-!)«+/* 



a 



a 



aß 



a 



al 



a 



«2 



a 



ii 



a 



12 



a a,/J-l Ä <*,/* + l • • ' 
a i,£-l a i,/f+l ' ' ' 




über. Nach der für A n gegebenen Bildungsregel muß man, um den 
Entwicklungskoeffizienten A a * von a a * zu finden, in der letzten Deter- 
minante die erste Zeile und die erste Spalte tilgen. Das Resultat ist 
das gleiche, als ob man in D= a ik \ die a ie Zeile und die /3* e Spalte 
unterdrückt. Das gibt also folgende Vorschrift: VIII. Um den Koeffi- 
zienten A a ß von a a a in der Entwicklung von \a iJt \ zu finden, 
tilgt man in \a ik \ die a te Zeile und die ßP Spalte und multi- 
pliziert die entstehende Determinante (w — l)* 611 Grades mit 
(— l) a+ ^. Diesen Koeffizienten A a p nennen wir „die Adjunkte" 
von a a o. Es ist 

(15 a ) a al A al + a a2 A ai + • • • + a an A an = \a ik \ («- 1, 2, . . . n). 

Genau ebenso findet man, wenn man statt der Zeilen die 
Spalten betrachtet, 



(15 b ) <h a A la + <H a Ai a + • • • + a na A na - | a ik \ (a - 1, 2, . . . *). 

Durch diese Formeln ist die Berechnung einer Determinante w* 011 Grades 
auf die von n Determinanten (n — l) ten Grades zurückgeführt. 

Die Formeln (I5 a ), (15 b ) lassen noch eine wichtige Ergänzung 
zu. Nach der Bedeutung von (15) ist der Ausdruck 



a ßl A a\ + a ß2 Ä ai + ' ' • + *ß n A ax 



V. 



8* 
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(« + /*)• 



diejenige Determinante, welche ans \a {i \ entsteht, wenn man hierin 
die «** Zeile durch die /S* 6 ersetzt. Diese Determinante wird nach 
IQ. zu Null, da in ihr die a to gleich der /}*•" Zeile geworden ist 
Demnach sind die folgenden Ergänzungsformeln bewiesen 

(15°) a al Ä^ + a tti Ä ?% + • • • + a an A ßn = 0, 

(15 d ) o lo ^i« + «»a4i^+"- + «»«^« / »-= - 

§ 72. Für die Art der Berechnung von Determinanten wollen 

wir einige Beispiele durchführen. 

Es sei zunächst eine numerische Determinante vorgelegt 

3 4 7 9 
2 8 16 

4 3 5 4 

5 6 5 1 

Wendet man (15 a ) an, so entsteht hieraus das Aggregat 



8 16 




3 5 4 


-4 


6 5 1 





2 
4 
5 



1 
5 

5 



6 
4 
1 



+ 7 



2 
4 
5 



8 
3 
6 



6 




2 8 1 


4 


-9 


4 3 5 


1 




5 6 5 



wir berechnen die einzelnen Determinanten dritter Ordnung der Reihe 
nach. Es ergibt sich dabei 



8 16 

3 5 4 
6 5 1 

2 16 

4 5 4 

5 5 1 



= 8 



= 2 



5 4 
5 1 

5 4 
5 1 



-1 



-1 



2 
4 
5 

2 

4 
5 



8 
3 
6 

8 
3 
6 



6 
4 
1 

1 

5 

5 



= 2 



= 2 



3 

6 

3 
6 



4 
1 

5 
5 



8 



-8 



3 4 
6 1 

4 4 

5 1 

4 4 

5 1 

4 5 

5 5 



+ 6 



+ 6 



+ 6 



+ 1 



3 5 
6 5 

4 5 

5 5 

4 3 

5 6 

4 3 

6 6 



8 • 15 + 1 • 21 - 6 • 16 189, 



2- 15 + 1-16 -6-5 44, 



221 +8- 16 + 6-9 = + 140, 



2-15 + 8- 5 + 1- 9 = + 19; 



und somit wird, wenn wir diese vier Werte einsetzen, 
3 4 7 9 



2 8 16 

4 3 5 4 

5 6 5 1 



- - 567 + 176 + 980 - 171 = 418. 



Zu demselben Resultate hatten wir folgendermaßen kommen 
können. In der vorgelegten Determinante subtrahieren wir von der 
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letzten Spalte das Dreifache der ersten; yon der dritten die Summe 
der beiden ersten; von der zweiten die erste. Nach VII. ändert sich 
bei keiner dieser Operationen der Wert der Determinante; die zu be- 
berechnende Determinante ist demnach gleich 

3 10 
2 6-9 

4 _i _2 -8 

5 1-6 -14 

Subtrahiert man hierin von der ersten Spalte das Dreifache der 
zweiten, dann sind alle Elemente der ersten Zeile mit Ausnahme eines 
einzigen a 12 gleich Null. Dadurch vereinfacht sich die Anwendung 
von (15 Ä ); sie liefert für die Determinante den Wert 



a 



12 



A lft -— — 



-16-9 




-16 9 


7 -2 -8 


2 


7 2 4 


2-6-14 




2 6 7 



Die letzte Umwandlung ist dadurch zu stände gekommen, daß aus 
der zweiten Spalte nach V. der Faktor (— 1) und aus der dritten 
(— 2) herausgehoben wurde. Subtrahiert man weiter von der letzten 
Zeile Z 3 die verdoppelte vorletzte Z 2 , addiert dann zu der vorletzten 
die vierfache letzte und wendet endlich (15 a ) an, so entsteht wieder 
wie oben 





-16 9 







-2 


7 2 4 
-12 2 -1 


= -2 


= 2 


-16 9 
-41 10 


= 


2 (-16 



-16 
-41 

-12 



9 

10 

2 





-1 



10 + 9 • 41) = 418. 



Als zweites Beispiel wählen wir die Berechnung von 



,3 



S 



1 
1 
1 
1 



a a ■ a ■ a 
b b* 



c c 
d d* 



b" V 
<* <* 
d* d* 



Hier subtrahieren wir von jeder Spalte mit Ausnahme der ersten die 
mit a multiplizierte vorhergehende. Dann erscheint die Determinante 
umgewandelt in 



a b(b-a) b\b-a) b\b - a) 
o c(c — a) c*(c — a) c s (c — a) 



1 
1 
1 
1 




b 



d — a d(d — a) d*(d — a) d 3 (d—a) 
1 e — a e(e — a) e*(e— a) e*(e — a) 
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und dies geht wegen (15) und V. in die Form . 

1 b V b* 



(b — a) (c — a) (d — a) (e — a) 



1 c c* c 8 
1 d cP d* 



über; man erkennt; daß die neue Determinante genau nach derselben 
Regel geformt ist wie die gegebene und nach derselben Methode be- 
handelt werden kann. Tut man dies und fährt so fort, dann ergibt 
sich ein wichtiges und interessantes Resultat, welches kurz 

'x, ft, v = 1, 2, ••• n\ A = 0, 1,- -n — 1; 
> ~ VJ V (l > v 

geschrieben werden kann. Die Determinante (16) nennt man eine 
Potenzdeterminante. 



(16) 



xt 



/J(^ - *.) ( J 



) 



Als drittes Beispiel behandeln wir die Determinante n*" Grades 

1 1 1 ••• I 

1 1 1 ••• 
1 1 1 •• • 
1 1 1 ••• 



A= 



— « 



'« 



(»n - o ^ 

V* a -i, » + */' 



in welcher die Elemente der Hauptdiagonale = 0, die übrigen Elemente 
= 1 sind. Man sieht leicht, daß für n = 2, 3, 4 

A--1, A- + 2, A--8 

ist; wir wollen beweisen, daß man allgemein die Beziehung 

(17) A-C-l)- 1 -^-!) 

hat. Das soll auf induktivem Wege geschehen. Wir nehmen (17) 
schon als bewiesen an. Addieren wir nun in -D n+1 zur ersten Zeile 
alle folgenden, so geht diese erste Zeile in 

n, n, n, • • • n 
über, während die übrigen Zeilen ungeändert bleiben; und wenn wir 
nach V. den Faktor n herausziehen, dann bleibt eine Determinante 
zurück, die sich von D n+1 nur dadurch unterscheidet, daß das erste 
Glied der ersten Zeile 1 und nicht mehr lautet. Zerlegen wir die 
Elemente der ersten Zeile in der folgenden Weise 

+ 1, 1+0, ... 1 +0 

und wenden (13) S. 113 an, so entsteht aus D n+1 die Summe 

1 .. 



^n+i = wD n+1 + w 



1 





1 


1 ... 


1 


1 





1 ... 


1 


1 


1 


• • • 
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d. h. nach (15 a ) bei der Entwicklung nach den Elementen der ersten 
Zeile 

Ai + l "" W Ai + i + n ^n> 

(n - 1) ..D n+1 _ _ *!>._ - (- l)--i (h - 1>, 
was zu beweisen war. Da nun für n — 2, 3, 4 die Formel gilt u. s. w. 



Schließlich wollen wir noch die Determinante 4*® 11 Grades von 
der Form 



a 


b 


c d 


b 


c 


d a 


c 


d 


a b 


d 


a 


b c 



behandeln. Addieren wir zur ersten Zeile alle folgenden, so erkennen 
wir, daß die Determinante den Faktor (a + b + c + d) enthält. Diese 
Schlußweise läßt sich verallgemeinern. Wir multiplizieren die zweite 
Zeile mit einer noch unbestimmten Größe co, die dritte mit co 2 , die 
vierte mit o 8 und addieren diese Produkte zur ersten Zeile. So er- 
halten wir als Glieder der neuen Anfangszeile 

a + b cd + ca> 2 + dco 8 , b + cco + den 2 + aco 3 , c + dm + aco 2 + 6a> 8 , 

d + aco + b(o 2 + co 8 . 

Jetzt suchen wir co derart zu bestimmen, daß diese vier Elemente 
der ersten Zeile sich nur durch je einen konstanten Faktor unter- 
scheiden; dazu ist nötig, daß 

a + bm + cg> 2 + e?<D 8 = co (b + co + d(o 2 + aco 8 ) 

= <o 2 (c + dm + aco 2 + 6co 8 ) 

— o z {d + aco + bo 2 + co 3 ) 

sei ; und diese drei Bedingungen werden erfüllt, wenn die einzige Gleichung 

o 4 =l 

befriedigt ist. Ist dies der Fall, wird also 

co =* 1, — 1, + i } — i 

genommen, dann kann man aus der Determinante die vier Faktoren 

a + bo + co 2 + do* (co = 1, — 1, + i y — t; i — /— l) 

heraussetzen; und da alle diese vier teilerfremd zu einander sind, so 
enthält die Determinante auch ihr Produkt 

(a + b + c + d) (a — b + c — d) (a -f- bi — c — di) (a — bi — c + di). 

Dies ist in a, b, c, d } genau wie die Determinante selbst, homogen 
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von vierter Dimension; also können sich beide nur durch einen kon- 
stanten, d. h. von a, b, c, d unabhängigen Faktor unterscheiden; diesen 
wollen wir Q nennen. Setzt man dann b = e — d — 0, so entsteht 





a 









a 



Die linke Seite 
schließlich 



wird = (• 




a 


« 4 ); 

a 
b 
c 
d 



b 
c 
d 
a 



a 



also 

c 
d 
a 
b 



4 



- Q-a 



ist Q = — 1 ; und wir finden 

d 
a 
b 

c 



«=» — (a + b + c + ä) (a — b + c — d) (a + bi — c — di) (a — bi — c + di). 

Es ist leicht, die Betrachtungen auf ähnlich gebaute Determinanten 
n*** Grades auszudehnen. 

§ 73. In den Beispielen des vorigen Paragraphen haben wir 
mehrfach von dem aus (15) S. 114 folgenden Satze Gebrauch gemacht: 
Ist in einer Reihe von \a ik \ nur ein von Null verschiedenes 
Element vorhanden, so ist die Determinante gleich dem 
Produkte dieses Elements in seine Adjunkte. 

Das kann dazu verwendet werden, um den Grad der Determinante 
zu erniedrigen. Um z. B. die Elemente der ersten Zeile 

Ki + o) 



a 



a 



U, "12? "18; 



a, 



a 



In 



in dieser Weise umzugestalten, reicht es aus, die Spalten Z ti Z% 7 Z Z} • • • Z n 
durch 



A> A "" TT 4 U Z, s — — A 1} 



Zn~ 



a 



a 



4i * 



zu ersetzen, falls a n von Null verschieden ist. Häufig erkennt man 
übrigens, wie bei der zweiten Behandlung des ersten Beispiels im 
vorigen Paragraphen, Beziehungen zwischen den Elementen der Reihe, 
die auf einfachere Art zu dem gleichen Ziele hinführen. 

Aus dem angeführten Theoreme folgt leicht: Sind alle Ele- 
mente auf einer Seite der Hauptdiagonale von \a ik \ gleich 
Null, dann ist die Determinante gleich dem Produkte der 
Glieder der Hauptdiagonale. 

Man kann den ersten Satz umgekehrt auch benutzen, um den 
Grad der Determinante zu erhöhen, indem man eine Zeile und eine 
Spalte (am einfachsten an der ersten Stelle) anfügt, deren Element 
im Schnittpunkt 1 ist, während alle anderen Elemente der hinzu- 
gefügten Zeile (Spalte) gleich Null, die der Spalte (Zeile) beliebig sind. 
So ist z. B. die Umformung möglich 
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a b 
c d 



laß 




a b 


= 


c d 





1 
a a b 
ß c d 



1 a t ß t y x 
1 a ß 
a b 


= 


c d 





10 

«! 1 tt ß 

ß x a b 
y t c d 

Hierin sind die Größen a, ß, cc lf ß t , y t vollkommen willkürlich. 
Ferner wird unter Benutzung von VII. 

10 



10 

cc 1 1 

ß ± tt a b 

y t ß c d 



yi-y<>, y$-Vo, y»-y<> 

e i ~ Z 0t Z t ~~ Z 0t e 3 ~ g 



^0 x l *^0 •"* "0 ^3 ^0 

y<> yi-y ä-h» y 8 -y<> 



^o e i ~ g o e i~ e o h 



0, 
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Xq x± x% x$ 

Vo Vi Vi y* 

h *i z 2 h 

Den beschriebenen Vorgang der Hinzufugung einer Außenzeile und 
einer Außenspalte nennen wir eine Ränderung der Determinante. 

§ 74. Die Adjunkten der einzelnen Elemente bildeten wir, ab- 
gesehen von ihrem Vorzeichen, dadurch, daß wir in der Determinante 
\a ik \ eine Zeile und eine Spalte strichen. Eine so erhaltene Deter- 
minante nennen wir eine Subdeterminante (n — l)* 611 Grades von 
a ik \. Man sieht sofort, daß es deren w 2 gibt. Tilgen wir zwei be- 
liebige Zeilen und zwei beliebige Spalten in \a ik \, dann entstehen die 
Subdeterminanten (n — 2) ten Grades von \a ik \, und allgemein 
durch Tilgung von v beliebigen Zeilen und v beliebigen Spalten die 
Subdeterminanten (n — v)* 611 Grades. Durch einfache kombina- 
torische Betrachtungen erkennt man, daß es y\ • (j Subdeterminanten 

(n — i/) ten Grades von D gibt. Die Subdeterminanten ersten Grades 
sind die Elemente a ik selbst. 

Entwickelt man irgend eine Subdeterminante (v + l)* 611 Grades 
nach den Elementen einer ihrer Reihen, dann sind die auftretenden 
Adjunkten, abgesehen von ihren Vorzeichen, Subdeterminanten i/ ten 
Grades. Wenn also alle Subdeterminanten t/*" 1 Grades verschwinden, 
dann sind auch auch alle Subdeterminanten (y + l) ton Grades Null, 
und aus gleichem Grunde sind es dann auch alle höheren Grades 
und \a ik \ ist est selbst. 

Wir sagen nun, die Determinante \a ik \ hat den Rang r, wenn 
nicht alle Subdeterminanten r* 60 - Grades verschwinden, wohl aber 
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alle des Grades (r + 1)- 
terminante 



So hat die oben in § 72 berechnete De- 



3 
2 

4 
5 



4 
8 
3 
6 



7 
1 
5 
5 



9 
6 
4 
1 



den Bang vier, da sie selber nicht verschwindet; ferner hat 

3 4 7 9 

2 8 16 

4 3 5 4 

3 7-11 

den Bang drei, da sie selbst verschwindet, während z. B. die Subdeter- 
minante 

3 4 7 

2 8 1 95 

4 3 5 

von Null verschieden ist. Die Determinante 



3 


4 7 


9 


2 


8 1 


6 


1 


-4 6 


3 


5 


12 8 


15 



hat den Rang zwei; sie selbst und alle ihre Subdeterminanten dritten 
Grades verschwinden, während z. B. die Subdeterminante zweiten 
Grades 

3 4 



2 8 



= 16 



von Null verschieden ist. — Endlich hat die Determinante vierten 
Grades 

3 4 7 9 

6 8 14 18 

9 12 21 27 

12 16 28 36 
den Bang 1. 

Der Bang tritt nur auf, wenn sämtliche Elemente verschwinden. 

§ 75. Es sei ein System von m • n Größen gegeben, wobei m 
und n gleich oder voneinander verschieden sein können, etwa das 
System 
(18) (a gh ) 0=1,2,. ..w; Ä = l,2,...n). 

Wir ordnen diese Größen in m Zeilen und n Spalten ein 



i 

\ 
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(18») 



a 



ii 



a 



12 



a 



21 



a 



22 



«18 
«28 



«In 
«2» 



a 



ml 



a 



m2 



a 



roS 



a 



m« 



- (0> 



und nennen dieses System eine Matrix der m • w Elemente. 

Greifen wir aus ihr v Zeilen und v Spalten heraus, wobei v 
höchstens so groß wie die kleinere der beiden Zahlen m und n sein 
soll, und bilden aus den zugehörigen v* Elementen die Determinante, 
dann nennen wir diese eine Determinante v 1 * 11 Grades der Matrix. 

Die Anzahl solcher zu (a gh ) gehöriger Determinanten ist r) • ( W Y 

Sind alle Determinanten v* 611 Grades der Matrix gleich Null, so 
folgt wie oben, daß auch alle des (v + l)* 611 Grades gleich Null sein 
müssen u. s. w. 

Wir sagen nun, eine Matrix hat den Rang r, wenn nicht alle 
ihre Determinanten r ton Grades verschwinden, während ihre sämtlichen 
Determinanten (r + Yf** Grades gleich Null sind. 

Fügt man einer Matrix neue Zeilen oder neue Spalten an, so 
kann sich dadurch der Bang der erweiterten Matrix nie gegen den 
ursprünglichen vermindern; denn eine nicht verschwindende Deter- 
minante der ersten Matrix gehört auch der erweiterten Matrix an. 
Dagegen kann sich der Bang der erweiterten wohl erhöhen. 

So hat die erste der drei Matrizen 



3 4 7 9 




3 4 7 9 1 




3 4 7 9 11 


2 8 16 


, , 


18 16 1 




2 8 16 12 


1-463 


) 


1-4 6 3 1 


> ' 


1-4 6 3 1 


5 12 8 15 




5 12 8 15 1 




5 12 8 15 1 4 



den Bang zwei, die zweite den Bang drei und die letzte den Bang vier. 
§ 76. Wir wollen eine wichtige Anwendung der neu eingeführten 
Begriffe der Matrix und des Banges machen. Wir betrachten m 
homogene lineare Punktionen von w Variablen x lf x i7 . . . x n mit kon- 
stanten Koeffizienten a 



xl 



(19) 



/ 1 — ^11 X l "f" ^12 ^2 "T 

f 2 — a n x t + a 22 x 9 + 



+ a in X n9 



+ a mn X n- 



Die aus den Koeffizienten von (19) gebildete Matrix 

(18) (a gh ) (0 = 1,2,. ..m;fe = l,2,...w) 

möge den Bang r haben. Dann kann aus (18) mindestens eine nicht 
verschwindende Determinante r ten Grades gebildet werden. Durch 
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Änderung der Bezeichnung können wir, wenn dies nicht schon von 
selbst eintritt, 

Cb-tt • • • Cvi 



"11 



"lr 



fl& r l . . . & rr 



= D 



zu einer nicht verschwindenden Determinante r ton Grades machen. 
Jede aus D durch Ränderung (§ 73) entstehende Determinante 
(r + Vf* Grades von (18) ist gleich Null: falls q, 6 > r, wegen der 
Voraussetzung über den Rang von (18); falls q, ö nicht beide >r 
sind, wegen der Gleichheit paralleler Reihen. Man hat demnach 



a lt ... a ir «! 



a 



rl 



a 



Ol 



a rr a rQ 
a ar a a q 



D* Q - 0. 



Nun bilden wir die homogene lineare Funktion von f l9 f 2f . . . f r 
und f { (bei i = 1, 2, 3, . . . m) 



(20) 



*i- 



f% a n a n • ' ' ü ir 

f\ «11 «12 • • • «lr 
/2 «21 «22 • • • «| 



2r 



fr «i 



rl 



a 



r2 



a 



rr 



(i — 1, 2, 3, . . . m) 



- A-D + /i Ah + f.A,, + • • • + f r Ki. 

Die A u , A 2< bedeuten die Adjunkten von f lf f 2 , . . . in der Entwick- 
lung von T t . 

Ersetzt man in (20) in der Determinante die f a durch ihre Aus- 
drücke (19) und wendet V. und (13) S. 113 an, so folgt wegen der 
Voraussetzung über den Rang 

(21) T. = (i = l,2,3,...m). 

Da der Voraussetzung nach 2) + ist, so kann man durch D divi- 
dieren und erhält für 

A 
a xi -gp (x = 1,2,3,. ..r) 

das Resultat 

(22) f t = «,,/i + a, t f t + ... + a rl f r (i - 1, 2, 3, . . . m), 

d. h.: Ist der Rang des Koeffizientensystems (18) von (19) 
gleich r, so lassen sich alle Funktionen f { durch r passend 
gewählte unter ihnen linear und homogen mit konstanten 
Koeffizienten ausdrücken. 
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Setzt man in (22) x k = 1 und alle übrigen x gleich Null, so folgt 

/OQ\ . , , /i = 1, 2, . . . m\ 

(23) a a = o^ojj + «i^* + - + «ri«r* (jfc « i 2 . . . n/ - 

§ 77. Wenn die homogenen Funktionen f für beliebige Werte 

^1 = *1 7 ^2 = *2 > • • • X n s= *n 

der Variablen x in (19) die Werte 

/l = a i0 > f* ssa( Ho>-''fm ssls a mo 

annehmen, dann folgt aus (22) 

a i0 — «ua 10 + «ii^o H 1- a r< a ro (i == 1, 2, . . . m) ; 

nehmen wir dies zu (23) hinzu, dann folgt die erweiterte Gleichung 

(23») a ik - cc u a lk + e^a^ + • ■ - + « r< a r , Q~ Q ' ^ g ' ' ' * *). 

Daraus ergibt sich nun leicht, daß die Matrix der m • (n + 1) Ele- 
mente 

™ m (ni;?±:::) 

gerade wie (18) den Rang r besitzt. 

Bilden wir nämlich eine zur Matrix (24) gehörige Determinante 
(r + l)* 611 Grades, so kann diese wegen (23 a ) in die Gestalt gebracht 
werden 



Nun können wir hierauf den Satz (S. 114 (14 a )) anwenden; denn 
jedes Element ist aus r Summanden zusammengesetzt und der 
Grad der Determinante ist (r + 1). Demnach verschwinden alle 
Determinanten der letzten Form, d. h. (24) besitzt höchstens den 
Bang r. Diesen Bang hat es auch wirklich, da das nicht verschwin- 
dende D zu seinen Determinanten gehört. Somit ist bewiesen: Sind 
°i<» %» • • • a mo Werte, welche die Funktionen f 1} f % , . . . f m für 
irgend welche Werte der Veränderlichen x 19 x 9> ... x m an- 
nehmen, dann haben 

(g =» 1, 2, 3, . . . m\ 
* — 0,1,2,. ..n/ 

denselben Bang. Daher ist es unmöglich, das Gleichungs- 
system 

ßii x i + <h* x * H + <hn x * — «ie; 

(26) a il x 1 + o^, + - . - + a %n x n = a^, 



a ml®l + a m2^ + ' * * + a mn#n "" a *Q 
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zu erfüllen, wenn nicht die beiden Systeme (25) denselben 
Rang besitzen. 

Wir wollen nun umgekehrt nachweisen, daß diese Bedingung 
auch hinreichend für die Möglichkeit der Lösung des Systems (26) 
ist. Wir nehmen also an, die beiden Systeme (25) besäßen den 
' Bang r, und es wäre 

KJ + (i,fc = l,2,3,...r). 

Dann wird die Determinante 



fi~~ a io a a a n ••• a ir 

/2~~ a i0 a il a i8 ••' a ir 



rr 



= (fi-<*io)I> + (/i-«w)AH + -+ (fr-<*ro)K t 



fr — a r &rl a r% ••" ^r 

gleich Null; denn ersetzt man die f durch ihre Werte (19) und ver- 
wendet (S. 113 VI.), so werden alle Summanden Produkte je aus einem 
x und je einer Determinante (r + l)* 11 Grades von (a^); sie ver- 
schwinden also sämtlich. Dividieren wir den Ausdruck rechts durch 
D, so entsteht 

fi - a i0 = (/i-01oK* + (/2-0*o)«*» + ••• + (fr- a ro)"ri 

(i = r + 1, . . . m). 

Hieraus erkennt man, daß die Erfüllung der r Gleichungen 

a u x t + a 12 # 2 H h a ln x n — fl^, 

(27) 

a rl X l + a r* X i H + a rn X n ~ <*r0 

diejenige aller Gleichungen (26) nach sich zieht. Es reicht also aus, 
die Gleichungen (27) zu behandeln. Wir bringen sie auf die Form 

«11 #1 H + <*lr X r — «10 - <h,r + l X r + l <hn X n> 

a rl X l + - ' + <lrr X r Ä «rO ~ a r,r + l X r + l a rn X n 

und bezeichnen wie früher mit A a * die Adjunkte von a a ^ in 2). 
Mit Hilfe dieser Adjunkten bilden wir die Summe 

r r 

4 = 1 /* = 1 

Wegen (15 b ) und (15 d ) S. 115, 116 reduziert sich die Unke Seite auf 
ein einziges Glied 

r 
(28) D-^=2( a A*0~" a ^r + l^r + l 0»n*J Ä fik (*-l,2, -.r). 

Dies gibt eine Lösung von (27) und damit von (26); damit ist 
die Umkehrung des vorigen Satzes vollständig bewiesen. — Die rechte 
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Seite von (28) ist die Determinante, welche aus D entsteht, wenn 
man in D die Elemente der W** Spalte durch die 

ersetzt. Aus (28) folgt umgekehrt (27). Denn man erhält aus (28) 



^^^"^iKo-V+l^ + l % t nXn)2 a Xk Ä nk 

* =1 " =1 * =1 (A-l,2,...r). 

^(^O-^r+^^r + l «2,«««)'- 

Es liefert also (28) alle Lösungen von (27) und nur Lösungen. In 
diesen Lösungen können wir die Werte von # r+1 , ... x n beliebig 
wählen. Es gibt demnach, wenn r der gemeinsame Bang von 
(25) und (26) ist, eine (n — r)-fache Schar von Lösungen der 
Gleichungen (23). 

Sind die a 10 , a 20 , . . . a r0 sämtlich Null, die Gleichungen (26) 
also homogen, dann ist natürlich die Bedingung, daß (25) und (26) 
von gleichem Bange seien, von selbst erfüllt. Ist dann r = n, so 
zeigt (28), daß das Gleichungssystem nur die banale Lösung x t = 0, 
x % — 0, ... x n = besitzt. Damit ein System homogener Glei- 
chungen wesentliche Lösungen besitzt, d. h. von Null ver- 
schiedene, müssen die Koeffizienten ein System von ge- 
ringerem Bange bilden, als die Anzahl von Variablen angibt; 
ist also die Zahl m der Gleichungen gleich der Zahl n der 
Unbekannten, so wird die Determinante verschwinden, wenn 
die Gleichungen von x x = verschiedene Lösungen besitzen. 

§ 78. Wir können jetzt ohne Schwierigkeit die Aufgabe lösen, 
deren entsprechende für Gleichungen ersten Grades wir in § 12 be- 
handelt haben: Eine Funktion 

y *= a x 2 + a 1 x + a i 
soll durch Angabe von drei ihr entsprechenden Wertepaaren 

bestimmt werden. Da aber nach den Ergebnissen der letzten 
Untersuchungen die Behandlung der allgemeinen Aufgabe nicht mehr 
Schwierigkeiten macht, als die der eben ausgesprochenen besonderen, 
so gehen wir lieber gleich zur folgenden allgemeinen Frage über: 
Eine Funktion w ten Grades 

(29) y — a 3" + a^" 1 + a 2 # n ~* -j y a n 

soll durch die Angabe von (n + 1) ihr genügenden Werte- 
paaren 
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bestimmt werden. Die Angabe von gerade (n + 1) Paaren erklärt 
sich daraus, daß in (29) auch (w + 1) Eonstanten a , a l9 ... zur 
Verfügung stehen. Die Wertepaare selbst sind dadurch eingeschränkt, 
daß die x , x l9 ... x n voneinander verschieden sein müssen, was 
offenbar aus (29) hervorgeht. 

Um unseren Forderungen zu genügen, müssen die a 0f a lf . . . den 
Gleichungen 

<v*o + MT 1 + -- + a n = yo> 

a x» + a^J- 1 H h a n — y 1} 



genügen. Da diese Gleichungen linear in der Unbekannten a sind, 
so konnten wir sie leicht nach der oben angegebenen Methode lösen. 
Nun kommt es uns aber nicht sowohl auf die Bestimmung der ein- 
zelnen Werte der a, als auf ihre durch (29) gegebene Punktion an; 
und diese können wir direkt berechnen, indem wir aus dem gleich- 
zeitigen Bestehen der Gleichungen 



y — a n — a n _ t x a a? 



a n """ a n-1^0"~ 



«o^o" 1 






— a — a * x — • • • — a A # w ~ * = 

weitere Schlüsse ziehen. Wir können diese (w + 2) Gleichungen als 
homogene Gleichungen zwischen den (n + 2) Werten 

auffassen. Dann folgt, da der erste dieser Werte sicher von Null 
verschieden ist, nach dem Schlußresultate des vorigen Paragraphen 
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x . 
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• • tA/-* 



Vn 1 *n < • ■ • *. 







oder entwickelt nach den Elementen der ersten Spalte 



= 
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Xek ... 


x\ 
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X . 


■ • tA/ 
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af 1 
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X\ ... 


x? 
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1 . US-4 
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Xq . . . 
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Xa ... 


xl 
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#2 * ' 


/f»n 
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Xa ... 


X\ 



Vi- 



Dies können wir, indem wir (11) § 69 S. 112 berücksichtigen, in die 
Form bringen 
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JL Xq • • • Xn 




JL X* . • • U/* 

JL Xa • * • Xq 


y= 


• . . . 





JL 37 • . • X 




JL *t/< . • . £C| 

JL tü/a • • • Xa 


y + 


.... 





1 x . . . x 

JL iC . . . 3/ 

JL Xq • • . «ü/a 



ft + 



JL Xq « • . WA 
X ^l • • • X* 

1 a; ... #" 



y» + 



dabei ist y a mit der Determinante multipliziert, die aus (vgl. § 72, 
(16) S. 118) 



(29») 



1 


Xq 


• • • ^o 


1 


x x 


• . • % ™'i 


1 


X* 


... t^2 



(X % X x ) . . . (x n — XJ 



dadurch entsteht, daß # a durch a? ersetzt wird. Dividiert man durch 
die nicht verschwindende Determinante (29 a ), so nehmen die einzelnen 
Koeffizienten die Gestalt an 

(x t — x) (x % — x) (a? 8 — x) . . . (x — x t ) (x — # 8 ) (x — x t ) . . . 

\X X Xq) (x t Xq) (x 9 x ) . . . {x ajj) {x x % ) {x x 6 ) . . . 

(x — x ) (x % — x) (x 9 — x) . . . (x — x ) (# — a; 2 ) (x — # 8 ) . . . 



(#1 #0/ \ X % ^l) (^8 X l) • 

sodaß man schließlich erhält 



\x x Xq) {x 1 x t ) \x x a? s ) 



X x + l) *• ' ( X ~ X n) 



^ ; ^ ^y»( a j Ä -^)(« x -^)...(« x -.« if _ 1 )( a . jf - a . jr+1 )...( a . jf - a . |i ) 



x = 



Die Herleitung von (30) zeigt uns, daß es eben nur diese eine Funk- 
tion gibt, welche den aufgestellten Bedingungen entspricht. Die 
Formel heißt die Lagrangesche Interpolationsformel. Ihre 
Richtigkeit erkennt man nachträglich leicht, wenn man x = x a setzt; 
dabei verschwinden nämlich alle Summanden mit Ausnahme des einen, 
der mit y a multipliziert ist; und dieses y a erhält den Koeffizienten 1. 

Den Umstand, daß der Interpolationsaufgabe nur Eine Funktion 
genügt, können wir auch so ausdrücken: Stimmen zwei Funk- 
tionen n ten Grades in ihren Werten für (n + 1) Werte der un- 
abhängigen Variablen überein, dann sind sie identisch. 

Setzt man also beispielsweise in (30) 

Vo Ä tf, Vi ä aft • • • Vn = K> ^ n ) 

so stimmt die durch (30) gelieferte Funktion y mit der Funktion 

f(x) — x a 

in (n + 1) Werten überein. Folglich ist identisch 

m 

I X "" ■"■ Xq 1 ... I X 



a^= y«£ 



x = 



^x-l) ( X "" X x + l) • ' • ( X "~ X n) 



( X x ~~ ^o) • • • ( x x ~~ ^x-l) ( Ä x ~~ ^x + l) ' ' ' ( Ä x ~~ X n) 
Netto, Elementare Algebra. 9 
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Ist a = n, und setzt man die Koeffizienten von a? auf beiden Seiten 
gleich, dann entsteht 



n 

" ^ Tx 

x = V * 



X 



X, 



o)' " ( x x ""* x x- 1) ( Ä x "~ X x + 1) 



ist a < n, und macht man dieselbe Operation, dann ergibt sich 



= 



_ V 



x? ^ , < v 

1™^ (*x ~"~ Ä o) • • • { x x — x x-l) ( x x X x + l) • * • 



Diese beiden letzten Formeln sind als Eulersche Formeln bekannt. 
§ 79. Die in § 19 behandelte Frage, unter welchen Bedingungen 
zwei Gleichungen ersten Grades dieselbe Wurzel haben, läßt sich 
nach zwei Richtungen auf die Gleichungen zweiten Grades übertragen. 
Wir fragen zunächst, wann eine Wurzel von 

g(x) = c o?* + <\x + % — 
der Wurzel von »(^d^ + ^-O 

gleich, und also mit anderen Worten, wann g(x) durch h(x) teilbar ist. 
Die Antwort finden wir, wenn wir die zweite Gleichung lösen 
und ihre Wurzel in die erste eintragen. So ergibt sich die charakte- 
ristische Bedingung in der Gestalt 

c Q d* — c^di + c^d* — 0, 
die sich auch in Determinantenform schreiben läßt 



(31) 







<i 


c» 


*1 





do 


<k 



0. 



Dieser Ausdruck heißt die Resultante von g(x) und h(x). 
Nehmen wir für h(x) die Ableitung von g(x), 

K x ) = £'(*) — 2c o a; + c i> 
dann wird (31) zu 



2c f 







2e„ c 



— ^0\ ^1 i ^^0^2/» 



d. h. bis auf den Faktor c die Diskriminante von g(x). Das Ver- 
schwinden der Diskriminante ist also charakteristisch dafür, daß die 
Funktion g(x) mit ihrer Ableitung g'(x) einen Teiler gemeinsam hat. 
Es ist die Diskriminante (vgl. (17) § 43 S. 77) 
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§ 80. Wir gehen zu der anderen Erweiterung der Frage des 
§ 19 über, indem wir untersuchen, wann die beiden quadratischen 
Gleichungen 

g(x) = c x* + c^x + c* = 0, 

Jc(x) = d x 2 + d x x + d^ = 

eine gemeinsame Wurzel besitzen. Wir können diese Frage sofort 
auf die eben behandelte zurückführen, da die gemeinsame Wurzel 
von # = 0, Je = auch die lineare Kombination beider Gleichungen 

c Jc(x) — d g(x) — {c Q d x — c x d )x + (c^ — c 9 d ) = 
befriedigt. Die gesuchte Bedingung wird daher durch 







CqU^ 







= 



c % d Q 

geliefert, wie (31) zeigt. Die Form dieser Bedingung ist nicht ele- 
gant, da sie die Koeffizienten der beiden quadratischen Gleichungen 
in verschiedener Weise in sich aufnimmt; wir wollen sie so umge- 
stalten, daß die Koeffizienten von g und die von k in gleicher Art 
in sie eingehen. Dazu formen wir nach § 73 S. 219 die letzte Deter- 
minante dritten Grades in eine solche vierten Grades 

c. 









c C t Cj 

Codi — c^Q c d 2 — c 2^o 

um, addieren dann zur dritten Zeile die mit d multiplizierte erste, 
zur vierten die mit d multiplizierte zweite und ziehen aus den neuen 
Zeilen jedesmal c als Faktor heraus. Dann erhält man 







'2 



d d x d 



2 



d d x 




c 2 

d, 



0. 



Der Faktor c ist seiner Natur nach von verschieden, da g(x) eine 
Funktion zweiten Grades sein soll. Wir können ihn also unterdrücken 
und haben: Es ist das Verschwinden der Determinante 





(32) 







'2 



*1 



'2 



d 



'2 
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charakteristisch dafür, daß 

g(x) = CqX* + c x x + c 2 = ; h(x) = d x* + d t x + d 2 — 

eine gemeinsame Wurzel besitzen. Die Determinante heißt 
die Resultante von g(x) und Jc(x). 

Man kann die Determinante (32) vom vierten Grade in eine 
solche vom zweiten Grade umwandeln, welche gleichfalls in den 
c und d symmetrisch ist. Wir subtrahieren zu diesem Zwecke die 

mit ( -j multiplizierte erste Zeile von der dritten und die mit 

l i\ multiplizierte zweite von der vierten. Dann entsteht die 



Transformation 



'2 










<k- 



d n 



d — ^c 



da 



d t - 



'2 



d t 





c t 






^0^*1 ^1^*0 ^0^2 ^2^*0 
^0^2 ^2^*0 ^1^2 ^2^*1 



wir dürfen hier den Faktor vor der Determinante unterdrücken und 
finden als die charakteristische Bedingung 

^0% ^1 ^0 ^0"2 ^2 ^*0 



Cq Wg Cg ("0 ^1 ^*2 ^2 ^*1 



— (^0^1- C l d o)( C l^ — C M - ( C rf 2 - Mo)* ■= ° 



für die Existenz einer gemeinsamen Wurzel von g(x) = ? ~k(x) = 0. 
Dies ist eine neue Form für die Resultante von g und Je. 



Sechstes Kapitel. 

Die reinen Gleichungen n toQ Grades. 

§ 81. Wenn wir jetzt zu den Gleichungen dritten Grades fort- 
schreiten, so würden wir in Übereinstimmung mit unserem bisherigen 
Gange zunächst die Gleichung 

x* = a 

oder noch spezieller die Gleichung, welche die dritten Einheits- 
wurzeln liefert, ft . 

7 ar — 1 

zu behandeln haben. Wir wollen aber hier gleich allgemein vor- 
gehen und uns mit den Gleichungen, in denen n eine beliebige ganze 
positive Zahl ist, 
(1) ä--1, 

beschäftigen. Die Wurzeln von (1) heißen n te Einheitswurzeln. 

Wir beginnen mit der Auflösung von (1) für die einfachsten Fälle. 

Die für w = 3 bestehende Gleichung läßt sich durch die Zer- 
f ällung x , __ t = ^ _ x) ^ + x + x) _ 

lösen. Wir finden ihre drei Wurzeln leicht 

_ — i + y% . j __ — i — yi • % __ 1 

Für n = 4 erhält man aus der Zerf ällung 

z 4 - 1 = (x - 1) (x + 1) (x* + 1) - 
die vier Wurzeln 

X-t == % , Xa == ~~" J. , Xo —~ ~~~ * * , *«/£ — X • 

Für w = 5 hat man zunächst 

x 6 - 1 - (x - 1) 0* + # 8 + # 2 + x + 1) = 0. 

Die erste Klammer liefert # = 1, die zweite gibt, wie wir im nächsten 
Paragraphen zeigen werden, vier Wurzeln. Man erhält so 

a; 1=Ä ^(-l + l/5 + > / 10 + 2]/5.i), x 2 = i(-l-V~6 + VlO-2Y5-i), 
= i (— 1 — ]/ 5 — "K 1 — 2 ]/5 • i) , o? 4 = i(~l + > / 5-} / 10 + 2l/5-i), 



# 8 



« 5 = 1. 
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Bei n = 6 folgt aus der Zerlegung 

a 6 - 1 - (x* - IX* 4 + x l + 1) - (s* - l)(x* + x + l)(a 2 - * + 1), 
daß sechs Einheitswurzeln bestehen; es sind dies die sechs Größen 

+ 1+1/3» —I+t/s; 

•n — 2 * * — 2 ' 8 — ' 

— 1— }/8t +1 — |/8t _ , < 

Um die Richtigkeit der gemachten Angaben zu prüfen, hätte 
man die entsprechenden Potenzen der angegebenen w ten Einheits- 
wurzeln zu bilden und nachzusehen, ob tatsächlich (1) erfüllt ist. 
Führt man die Potenzerhebungen wirklich aus, so ergibt sich als 
Zwischenresultat, daß die einzelnen Potenzen, nämlich die zweite, 
dritte u. s. w. sämtlich wieder unter denselben Einheitswurzeln vor- 
kommen, von denen wir ausgingen. So ist z. B. unter Beibehaltung 
der früheren Bezeichnungen 

beiw = 3 x 9 =*xl, # 8 = #J; x x *-*x\, x z = x% } ••• 

u61 7v ssc *x X» ^^ X-t , Xa ■■* Qui , X* =bs ««Jj \ Xa sss Xm ; X* *— 3/j» , 



•8 . . . 



Die so gefundene Eigenschaft ist eine allgemeine, den Wurzeln 
jeder Gleichung (1) zukommende. Bedeutet nämlich © irgend eine 
Wurzel von (1) ; d. h. eine Größe, für die <o n «= 1 wird, so folgt 
daraus für jedes ganzzahlige positive a 

(©«)" — <D an « (©*)« — 1, 

d. h. auch jede Potenz co a einer n?* n Einheitswurzel cd ist eine 
n to Einheitswurzel. In den oben behandelten besonderen Fällen 
n »= 3, 4, 5, 6 stellte sich nun stets heraus, daß mindestens eine 
n to Einheitswurzel vorhanden war, die durch ihre Potenzen alle übrigen 
ergab; x t war stets eine solche. Derartige Einheitswurzeln sind von 
besonderer Wichtigkeit; denn die Kenntnis einer einzigen liefert ja 
schon die völlige Lösung der Gleichung. Solche Einheitswurzeln 
heißen primitive Einheitswurzeln. 

§ 82. Wir wollen als Exkurs die Lösung einer Art von Glei- 
chungen behandeln, unter denen die oben bei w = 5 hergeleitete und 

gelöste, nämlich , , „ , 9 , , „ - 

6 ' rf + (x? + x* + x+l = 

steht. Es sind das die Gleichungen von der Form 

(2) CqX? 1 + c 1 x m - 1 +c 2 xf n " 2 -i h c^x* + c t x + c = 0, 

d. h. solche, bei denen die, gleichweit vom Anfang und vom Ende 
entfernten Koeffizienten einander gleich sind. Gleichungen dieser Art 
heißen reziproke Gleichungen, weil zu jeder ihrer Wurzeln #=* £ 

eine Wurzel x = -y , d. h. der reziproke Wert der ersten, als Wurzel 
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zugeordnet werden kann. Denn es ist 

c (j)%c 1 (|) m "V--+c l ({)+c =-^[ <!o +c 1 5+---+ Cl i'»- i + Co i'''3, 

und da die Klammer auf der rechten Seite gleich Null wird, so ist 

auch x = -r eine Wurzel von (2); (vgl. § 43). 

Die beiden einander zugeordneten Wurzeln können identisch 
werden. Dabei tritt 

i = |, v = h i = ±i 

ein. 

Betrachten wir eine reziproke Gleichung ungeraden Grades 
m = 2 Je + 1, so kann man sie in der Gestalt 

(3) a (# 2 * +1 + 1) + <*! (*"-*+ 1)* + a 2 (x**-* + l)x* + • • - - 

schreiben; offenbar wird sie durch x = — 1 befriedigt. Ihre linke 
Seite wird 

(x + l)[a (x 2k - x**- 1 + x n ~*+ . . . + x 2 - x+ 1) 

+ «iO 2 *- 1 - x* k -* + x* + x) 

+ < h (x"-*+ ... + **) + ...] 

=(^l)[a (^Hl)+(a r a ö )(^*- 1 +^)+(a J --a 1 +a )(^- 2 +^+-] 

Folglich kann man, abgesehen von der Wurzel x = — 1, statt der 
reziproken Gleichung (3) des ungeraden Grades (2 Je -f- 1) die des geraden 
Grades 2 Je 

(4) b x* k + fc^ 2 *- 1 + 6 2 a? 2 *- 2 + . - • + b 2 x* + \x + b = 

behandeln, da (3) nur noch die Wurzel x = — 1 neben denen von 

(4) besitzt. 

Bei solchen Gleichungen geraden Grades ist man durch eine geeignete 
Transformation imstande, den Grad der Gleichung auf die Hälfte zu 
erniedrigen. 

Wir setzen zu diesem Zwecke 

(5) x + |- - tf ; 

dann wird der Reihe nach, wie leicht zu sehen ist, 



(& a ) 

x* + 



X 



X 

5 



X* + 



x* + i — w 2 - 2, 

1 X* } 

% s + -r — ^ 3 ~ 3«*» 

== w 4 - 4w 2 + 2, 

= % 5 — 5w 3 + 5w, 



a; 
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Dividiert man (4) durch #* und macht die eben festgestellten 
Einführungen für alle auftretenden Summen 

x + — , # + ^» > • • • #n jjr, 

so ergibt sich eine Gleichung vom ifc* 611 Grade für u. Hat man diese 
gelöst, so findet man für jede Wurzel u = u zwei zugehörige Werte 
von x durch (5), d. h. durch 

x 9 — u x + 1 = 0, 

In unserem besonderen Falle Je = 2 von S. 133 

a' + a' + s' + s + l-O 
finden wir als Gleichung in u 

(u* - 2) + u + 1 - 0, 

und daraus die S. 133 angegebenen Werte für die vier Wurzeln x. 
§ 83. Wir kehren zu der Betrachtung der w* 611 Einheitswurzeln 
zurück. Ob die Gleichung 

(1) af - 1 - 

außer der evidenten Wurzel x — i noch weitere Wurzeln besitzt, 
können wir hier leicht entscheiden, indem wir (1) S. 133 auf die Form 

(l a ) af 1 « cos 2Jc7t + i sin 2kx (t — 0, 1, 2, 3 • • •) 

bringen und damit auf die in § 30 gelöste Aufgabe treffen. So er- 
kennen wir, daß 

(6) x x = cos-^ + isin-^ 0=0,1,2,3,. ..,n-l) 

n voneinander verschiedene Wurzeln der Gleichung (1) oder (l a ) 
liefert. Im nächsten Kapitel wird sich zeigen, daß eine Gleichung 
w t«n (} ra( i es nicht mehr als n Wurzeln haben kann. Nehmen wir 
dieses Resultat hier voraus, dann zeigt sich: Alle w ten Einheits- 
wurzeln werden durch (6) geliefert. Jede dieser Größen (6) hat 
also die Eigenschaft, daß ihre w te Potenz gleich 1 wird; es ist dies 
aber nicht notwendig die niedrigste Potenz, die gleich 1 wird. Wir 
wollen untersuchen, welchen Exponenten die niedrigste Potenz 
von x x hat, deren Wert gleich der Einheit wird, oder wie 
man sich ausdrückt: zu welchem Exponenten x x gehört. 

Gehört x x etwa zu a, so ist a die kleinste positive Zahl, welche 
der Gleichung 

X" = COS h sm = 1 
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genügt. Dafür ist es notwendig und hinreichend, daß das 

kleinste Vielfache von 2$r, oder daß a so klein als möglich sei und 
dabei (xcc) : n zu einer ganzen Zahl mache. Haben x und n den 
größten gemeinsamen Teiler d, sodaß die Quotienten 

*i - y und w t = T 
zu einander teilerfremd sind, dann ist 

~— . ii * • 
n Mj ' 

somit muß, da x t und n t keinen gemeinsamen Teiler haben, a ein 
Vielfaches von n x sein; der kleinste, von Null verschiedene Wert von 
a, der oc* = 1 macht, ist demnach 

' X f 

n n 

* - "l "" 7 - £7*) > 

wenn wir unter (x, n) den größten gemeinsamen Teiler von x und n ver- 
stehen. Der Exponent, zu dem x x gehört, ist ein Teiler von n. 
Betrachten wir nun die Reihe der Potenzen 

V° ) ^xJ **x> x x) ' ' ' ^x ) ^x ~~ *■> 

so sind diese alle von einander verschieden. Denn aus der Gleichheit 

a£+" — x* Qi+v<a] ii,v>0) 

würde folgen 

«;-l (0<v<a), 

was der Annahme widersprechen würde, daß die a te Potenz von x y 
die niedrigste vom Werte 1 sei. 

Im Falle, daß a = n ist, liefern die Werte (6 a ) sämtliche w te Ein- 
heitswurzeln; dann ist x x eine primitive Wurzel (§ 81). Es ist cha- 
rakteristisch für eine primitive Einheitswurzel x x von der 
w ten Ordnung, daß x und n teilerfremd zueinander sind. 
Ist n eine Primzahl, so ist x n = l nicht primitiv; alle anderen 
Wurzeln x 19 x 2 , . . . x n _ 1 sind primitiv. Für jedes n ist 

2 TT , . . 2it 

x i = cos f- 1 sin — 

eine primitive Einheitswurzel. 

Die bei n = 3, 4, 5, 6 S. 133, 134 gewählte Bezeichnung der Ein- 
heitswurzeln stimmt mit der in (6) benutzten überein. Das ist 
aus folgendem ersichtlich. 

Für n = 3 liegt — im zweiten und -^- im dritten Quadranten ; 

also muß die Bezeichnung so gewählt werden, daß in x t die imagi- 
näre Koordinate positiv und die in x 2 negativ wird. 
Für n = 4 bedarf es keines Nachweises. 
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Für » *= 5 und 6 liegt, abgesehen von den Werten x =* Q, 3, in 
jedem Quadranten eine Wurzel; aus den Vorzeichen der reellen und 
der imaginären Koordinaten findet man die angegebene Zuordnung. — 

Wir möchten hier ausdrücklich auf den Unterschied der Lösungs- 
methode in § 81 gegenüber der jetzt verwendeten trigonometrischen 
Methode aufmerksam machen. Dort wurde die* Lösung rein durch 
algebraische Hilfsmittel erlangt, zu denen ja das Radizieren gehört; 
hier werden der Algebra fremde Hilfsmittel, nämlich die Bestimmung 
eines Bogens aus seinen trigonometrischen Funktionen und umgekehrt, 
verwendet. 

§ 84. Wir suchen die Potenzsummen der Wurzeln (vgl. § 39) 

*a-*f + a? + --- + s;-i+*: 
zu berechnen; dies ist ohne Hilfe der trigonometrischen Darstellung 
der Wurzeln auch leicht möglich. Nach (6) hat man nämlich, da x x 
eine primitive Wurzel ist, 

s a -. 1 + z« + #»« + o%« + h x[ n -V a 

Ist hier a ein Vielfaches von », so liefert die erste Form der 
Summe den Wert s a =»; ist dagegen cc kein Vielfaches von », dann 
wird in der zweiten Form der Zähler gleich Null, während der 
Nenner nicht verschwindet. Demnach wird s a = 0. Die Potenz- 
summe s a der Wurzeln von 

a*- 1 = 

wird gleich », wenn a ein Vielfaches von » ist; in jedem 
anderen Falle ist sie gleich 0. Es ist also (nach (6)) 

. 2a« , . 4a« . . . (2n — 2)a« ~ 

sin h sin 1- • • • + sin — = 0, 

/rj\ fi n n ' 

2a« , 4a» , , (2n — 2)a« . ^ , ~ 

cos V- cos h • • • + cos hl — » oder 

(je nachdem cc = xn ist oder nicht). 
§ 85. Wir wollen uns noch etwas eingehender mit den w** 1 
Wurzeln der Einheit beschäftigen. Zunächst machen wir die Be- 
merkung, daß wir ebensogut negative wie positive Potenzen von 
jedem. # x bilden können, da wir ja stets eine Potenz mit negativem 

Exponenten . . a 

r x~ a durch x$?- a 

ersetzen und ß so wählen können, daß der Exponent (nß — cc) positiv 
und kleiner als (» + 1) wird. 

Weiter ergibt sich, wenn in dem Fortgange dieses Paragraphen 
die beiden ganzen Zahlen m und p als teilerfremd voraus- 
gesetzt werden, die folgende Reihe von Sätzen: 
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I. Die beiden Gleichungen 

x m — i » o, i^ — i = o 

haben außer der Einheit keine gemeinsame Wurzel. Wäre 
nämlich #J = £j, so müßte 

= , kfi = xm (#<*#&, X^fi) 

sein. Da aber (i und m teilerfremd sind, so ist dies nur für Je =* m, 
x = (i möglich, d. h. für x k = £ x = 1. 

II. Jede der m • p Größen #J£j (& = 1, 2, ...,m; x = l,2, . ..,jt) 
ist eine (m • ft) te Einheitswurzel. Denn es ist ja 

föt*) mfi = (^)*^(^) Km = 1. 

III. Alle m • (i Größen #*£* (i»l,2,..., w; x -= 1, 2, . . ., jt) 
sind untereinander verschiedene (m • fi) te Einheitswurzeln. 
Denn aus der angenommenen Gleichheit 

folgt sofort die weitere 

und wegen I. daher Ä; — 2 = 0, k — x = 0, d. h. & = 2, x = Ä. 
Es ergibt sich unmittelbar aus II. und III. der Satz: 

IV. Die Größen #*gj (Je ■» 1, 2, . . ., m; x = 1, 2, . . ., ft) liefern 
sämtliche (m • ^) te Einheitswurzeln. 

V. Ist die p te Potenz des Produktes jrjlj gleich der Einheit 

so ist einzeln 

Denn aus der vorausgesetzten Gleichung folgt sofort 

ajf — fr** 
und also nach I. sowohl 

^ — 1 als |je — 1, 
wie behauptet war. 

VI. Ist Je teilerfremd zu m und x teilerfremd zu fi, oder 
anders ausgedrückt, sind #* und |J primitive m te bezw. ft te 
Einheitswurzeln, dann ist #*£* eine primitive (m • ^) te Ein- 
heitswurzel. Denn für die Gültigkeit der Gleichung 

muß nach V. einzeln sein 

d. h. es muß ifcp ein Vielfaches voa m und xq ein Vielfaches von /& 
werden. Da nun Je zu m teilerfremd ist, so muß q ein Vielfaches 
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von m\ und ebenso, da x zu (i teilerfremd ist, q ein Vielfaches von 
li sein. Der Annahme nach haben m und [i keinen gemeinsamen 
Teiler; also ist q ein Vielfaches von (m • p) und x\ • £* eine primitive 
(m • jLt) te Einheitswurzel; w. z. b. w. 

VII. Ist umgekehrt #*|J eine primitive (m • ft)* Einheits- 
wurzel, dann ist #J eine primitive w te und |j eine primitive 
ft* 6 Einheitswurzel. Denn wäre z. B. schon für einen niederen Ex- 
ponenten, der nach § 83 S. 137 ein Teiler von m sein würde, 

m 

(*i) T = i, 

so hätte man bereits 

mfi riifi xm 

W®~-(«ö~(«f) T -li 

es wäre also schon eine frühere Potenz als die (m • p)** gleich 1 und 
daher (#*5j) keine primitive (m • fi) to Einheitswurzel. 
Die Sätze VI. und VII. zeigen: 

VIII. Die Größen #J!j, in denen x\ alle primitiven m ten 
und |j alle primitiven ft ten Einheitswurzeln bedeuten, liefern 
alle primitiven (m • fc) tftn Einheitswurzeln. 

Bezeichnet man also die Anzahl der primitiven w ten Einheits- 
wurzeln durch q>(n), so folgt, wenn m und \i teilerfremd sind, 

(8) v(»»-fO" v(«0-»(fO- 

Zerlegt man w in seine Primzahlfaktoren 

n = pppppp ... (ft +ft +i? 8 + •••), 

so folgt hiernach durch mehrfache Anwendung der Gleichung (8) 

-y(p?)»(lf)y(tf)'" 

Die Frage nach der Anzahl der primitiven n*** Einheitswurzeln ist 
durch diese Formel auf dieselbe Frage für eine Primzahlpotenz p a 
zurückgeführt. Dieser besondere Fall ist jetzt leicht zu behandeln, 
sobald wir ihn in die Frage einkleiden: Wie viele zu p a teiler- 
fremde Zahlen gibt es, die kleiner als p a sind? Man erkennt, 
daß aus der Reihe 1, 2, . . ,p* nur die folgenden p 01 " 1 Zahlen 

Pf 2 P, 3jP, • .. jP"- 1 -,? 
mit p a einen gemeinsamen Teiler haben. Also sind die übrigen 

<p(P a )=P a -p a - 1 =P a (l-j) 
zu p a teilerfremd und kleiner als p a . 

Demnach ergibt die obige Formel (8) das Resultat: 
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Die Anzahl der primitiven n ten Wurzeln der Einheit für 

beträgt 

(8 a ) <p {ftftft . . .) - «'jppjpp • • . (l - j) (l ~ j) (l - ~) • ' • • 

Diese Formel gibt zugleich die Anzahl aller derjenigen 
Zahlen an, die kleiner als n und zu n teilerfremd sind. 
Man hat 

9 (4)-2«(l-i)-2, 9(10) -2 .5(l-i)(l-i) = 4, 

<p(6) = 2.3(l-i)(l-i) = 2, 9 (12)-2».8(l-i)(l-i)-4 > 

9>(8) = 2»(l-i) = 4, 9 (14) -2 .7(l-|)(l-i) = 6, 

9(9) = 3X1-|) = 6, 9(16) -8 .5(l-i)(l-i) = 8...... 

Endlich ist ersichtlich, daß die Lösung der Gleichung 

#"—1 = (n =*pppf*pi* . • •) 

durch unsere Betrachtungen über die primitiven Wurzeln auf die 
Lösung der einfacheren Gleichungen 

^ ai -l = 0, a< 2 -l = 0, a?»"'- 1 = 0, .-• 

zurückgeführt worden ist. Einfache Belege hierfür geben die zu Be- 
ginn des Kapitels angegebenen Beispiele, etwa der Fall n = 6 ver- 
glichen mit denen für n = 2 und n = 3. 

§ 86. Schon im § 30 haben wir bei der geometrischen Inter- 
pretation der Gleichung 

*/T" 2k % . . . 2kit 
y 1 = cos h * sm 

auf den Zusammenhang zwischen der Lösung der Gleichung 

% n = 1 

und der Teilung der gesamten Kreisperipherie in n gleiche Teile auf- 
merksam gemacht. Auch geometrisch ist es klar, daß wir uns bei 
dieser Teilung auf den Fall beschränken können, in welchem n eine 
Primzahlpotenz ist. In der Tat, haben m und ^ keinen gemeinsamen 
Teiler, dann kann man die ganzen Zahlen x und y so bestimmen, daß 

x y px — my 1 

wird (§ 18). 

Hat man den Kreisumfang in m und auch in \i gleiche Teile ge- 
teilt und trägt man von einem seiner Punkte aus nach derselben 

Richtung hin — und — der Peripherie ab, dann liegt zwischen den beiden 

Endpunkten der erhaltenen Bogenstücke der (m/x) te Teil des Kreisum- 

fanges. Man kann sich also auf die Teilung in p a Teile beschränken. 

Ist eine Strecke x aus gegebenen anderen a, 6, • • • mit Hilfe von 
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Zirkel and Lineal konstruierbar, dann ist x die Wurzel einer Gleichung, 
deren Koeffizienten rationale Funktionen von a, 6, • • • sind, und die durch 
Benutzung von Quadratwurzeln allein algebraisch aufgelöst werden 
kann. Und umgekehrt lassen sich nur diejenigen Strecken x kon- 
struieren, welche als Wurzeln solcher Gleichungen auftreten. Nehmen 
wir diese Sätze als gesichert an, dann ist es klar, daß ein p"-Eck nur 
dann mit Hilfe von Zirkel und Lineal konstruiert werden kann, wenn 
eine primitive Wurzel von 

a? a - 1 = 

durch Quadratwurzeln dargestellt werden kann. 

Durch Betrachtungen, auf die wir hier nicht eingehen können, 
läßt sich zeigen, daß dies für von 1 verschiedene a nur dann möglich 
ist, wenn p =>2 wird. Ist a = 1, so findet eine solche Lösung dann 
und nur dann statt, wenn (p — • 1) eine Potenz von 2 wird, wenn also 

p = 2? + 1 

ist. Dies tritt z. B. für q ■= 1, 2, 4, 8 ein, und diese Werte liefern 

p = 3, 5, 17,257; 

die entsprechenden regulären Vielecke lassen sich demnach durch 
elementare Konstruktionen zeichnen. 

Schon im Altertum war die Lösung für 2 a , 3, 5 bekannt. Erst 
Gauß hat die allgemeinen, hier nur historisch angeführten Resultate 
gefunden. Ob in der Reihe 

2? + l (p = l,2,3,-..) 

unendlich viele Primzahlen vorkommen, ist noch nicht bekannt. Der 
aus (» = 1,2,4,8 leicht zu ziehende Induktionsschluß, daß dies für 
alle q = 2 V stattfinde, ist nicht richtig. 

§ 87. Wir gehen jetzt zur Behandlung der allgemeinen bino- 
mischen oder reinen Gleichung 

#**» a 
über und setzen a in seine Normalform 

a = r (cos fr + i sin fr). 

Auch hier können wir sofort die n Wurzeln angeben 

nr-r 2x* + # . . . 2x3T-|-<dn / 1 o Q \ 

-Y r L C0S n + % S1DL n] (* - X > 2 > 3 > ' ' ' W ) 

»/-/ fr , . . fr\ i 2%7t , . . 2x»\ 

= yr (cos — h % sin — ) (cos \-t sin — )• 

Die letzte Form zeigt, daß man alle Wurzeln der allgemeinen 
binomischen Gleichung erhält, wenn man eine unter ihnen mit allen 

n* 611 Einheitswurzeln multipliziert. Der Übergang von fr zu — beruht 

auf der w-Teilung eines Winkels fr von gegebener Größe. Füj n ■» 3 

fr 
würde dies die Bestimmung von cos y aus cos fr fordern. Nun ist 



x* 
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bekanntlich 

S 3 

= 4/ flA+.7.AT1 



cos d = 4 cos 8 - — 3 cos -r-; 
wenn wir also 2 cos — = y setzen, dann hängt y von der Gleichung ab 



y % — 3y = 2 cos #. 

Somit werden wir hierdurch von der besonderen, reinen Gleichung 
dritten Grades # 8 = a zu einer allgemeinen geführt. 

§ 88. Der Übergang von r zu Yr beruht auf der Ausziehung 
einer n^ n Wurzel aus einer absolut genommenen Größe. Die Existenz 
der Wurzel folgt aus Stetigkeitsbetrachtungen, wie schon gezeigt 
worden ist. Um die Ausführung selbst zu ermöglichen, könnten wir 
ähnlich wie bei den Quadratwurzeln einen Algorithmus aufstellen. 
Dieser würde sich aber recht unbequem gestalten. Wir wollen deshalb 
lieber ähnlich verfahren wie im Falle n = 2, indem wir die New- 
tonsche Näherungsmethode anwenden. Dabei sind wir jetzt wohl 
schon imstande, statt des besonderen vorliegenden Falles reiner Glei- 
chungen, ganz allgemeine Gleichungen n ien Grades 

(10) af 1 + c^' 1 + c 2 #"- 2 H \-c n == f(x) — 

zu Grunde zu legen und zu versuchen, eine Näherungsmethode für sie 
anzugeben. 

Wir nehmen an, es solle (10) numerisch gelöst werden; x sei die 
Wurzel, auf die wir durch die Newton sehe Methode zustreben; x t 
sei ein Näherungswert für sie; <J X der Fehler, den man begeht, wenn 
man x k statt x setzt, sodaß also der wahre Wert 

x — x x + S x 

ist. Ferner sei x l bereits so genau, daß wir ohne merklichen Nach- 
teil die Potenzen dj, <JJ, • • • des Fehlers d t vernachlässigen können. 
Dann haben wir 

o-ffo + ao - o*i + W+ qfo + s 1 y- 1 + ^ + tfi) w -*+---+* tt 

+ # 1 [wa;J- 1 + c 1 (w-l)^-» + c 2 (w-2)^- 8 + •..] + -, 

wobei die folgenden Glieder mindestens die Potenz S\ enthalten. 

Hier in (10 ft ) kann auf der rechten Seite die erste Klammer 
durch /X#i) ersetzt werden; die folgenden Glieder zusammengenommen 
sind also gleich 

/to + «0 - f(*i), 

und die zweite Klammer, die als Faktor von d t auftritt, wird daher 

(11) lim A*. + *.)-/•(*,) . 

denn bei dem Grenzübergange verschwinden alle Glieder, die mit d\, 
dj • • • multipliziert waren. 
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Auf derart geformte Ausdrücke sind wir bereits früher (vgl. § 35) 
gestoßen; wir haben dort (S. 63) den Grenzwert 

gesetzt und f\x) die Ableitung von f(x) genannt. Die Bildung 
der Ableitung aus der ganzen Function f(x) ist, wie man sieht, ein- 
fach die, daß jeder ihrer 
Summanden 

c x x^ durch kc^" 1 

ersetzt wird. 

Die Bedeutung der 
Ableitung erkennen wir 
genau wie früher durch 
die Betrachtung der geo- 
metrischen Darstellung 
von 

Es ist in der Fig. (15) 




Fig. 15. 



OE - x u ED = 6^ EA = /fo), DB - ffa + (JJ; 

rt*i + *i)-«*i) _ DB-EA _FB __ 

- ED " ÄF ~ tan S v » 






,. FB 
lim-j-s* 



limtang# = tangtr. 



Somit stellt f(x^) das Steigungsmaß der Tangente TA im 
Punkte A dar. 

Führen wir /" ein, dann erhalten wir aus (10 Ä ) bei Unterdrückung 
der Glieder mit 8\, $\, • • • 

n*d + »i r &) - f(& + *o = ° 



und daraus 






Diese Berechnung von d t ist nicht genau, sondern nur annähernd 
gemacht worden. Demnach ist x ± + d t auch nicht genau gleich dem 
gesuchten Wurzelwerte x 9 sondern nur ein neuer, wahrscheinlich 
besserer Näherungswert; wir wollen ihn mit x 2 bezeichnen, 

(12) 



X 2 — #1 + "l — %1 fix) 



Auch dieser neue Näherungswert kann geometrisch gedeutet werden. 
Es ist nämlich 



x, 



2 



OE- AE- cotg x 



= OE-TE= OT. 

Bedeutet also in der beistehenden Fig. 16 die Kurve das Bild der 
Funktion », N 
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so stellt OW eine Wurzel dar, OE einen zu ihr gehörigen Nähe- 
rungswert x x und OT den daraus abgeleiteten zweiten Näherungswert x 2 . 
Der bei der Newton sehen Methode gemachte Fortschritt liegt 
somit darin, daß man von dem Anfangswert OE zu OT gelangt, von 
da ebenso zu 0T t u. s. w. OW 
ist die Grenze, welcher OE, OT, 
OT lf -~ zustreben. Es bleibe dahin- 
gestellt, ob dies in jedem Falle 
eintritt, wie OE auch gewählt 
werden mag. 

Wir wollen die abgeleitete Vor- 
schrift auf die numerische Glei- 
chung 

f(x) == # 8 — #* — x — 1 = 
anwenden. Hier ist 

f'(x) = 3x*-2x-l. 
Für x = 1 wird f(x) - — 2; für x «- 2 wird f(x) — + 1. Wir 
können daher als ersten Näherungswert etwa 

X-y =Ä — ' 

wählen. Hieraus ergibt sich das folgende Schema, welches keiner 
weiteren Erläuterung bedarf. 




Fig. 1«. 



x 1 = 2, x\ = A, 



*2 = 8; 

-i = -0,14. 






x s - 2 - 0,14 - 1,86, 
/•(*,) - 0,11, f(*,) = 5,66; 

x s = 1,86 - 0,0195 - 1,8405, 
4=3,3874, ^ = 6,2344; 

fix,) = 0,0065, f (*,) = 5,4812; d 9 Mg« 



3,46, x\ = 6,43; 

- SS - - °> 0196 - 



- 0,0012. 



x] 



* 4 = 1,8405 - 0,0012 = 1,8393, 
3,38302449, a* = 6,22239694; 



/•(«J - 0,00007245, f(xj=* 5,47047347, 

0,00007245 



d 4 =- 



= 0,00001324; 



5,47047347 

x 6 = 1,83928676, 
x\ - 3,38297575, 4 = 6,22226249, 
/•( % ) 0,00000002. 

Die angegebene Methode ist auch nach der Richtung hin durch- 
gearbeitet worden, daß die Wiederholung von Rechnungen, wie sie 
z. B. bei der Potenzierung der Näherungswerte x l} x a} x it • • • auftreten, 
beseitigt werden. Doch wollen wir hierauf nicht eingehen. 
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Siebentes Kapitel. 

Die Gleichungen dritten Grades. 

§ 89. Ißt die Gleichung dritten Grades 
(1) a? — Zc t x a + 3c 2 x — c s — 

vorgelegt; so kann man sie durch folgende Operation auf eine ein- 
fachere, reduzierte Gestalt bringen. Man setzt in die linke Seite 

x = y + z 
ein, ordnet nach Potenzen von y 

y* + 8(* -c 1 )y i + 3(** - 2c x z + c% )y + (?- Zc t z* + 3c 2 z - c s ) - 
und bestimmt nun durch z = c t die Substitution 

(2) x = y + c 1} 

sodaß die Gleichung in y 

(3) y 8 + 3(c 2 - cj)y + (- c, + 3c^ - 2cJ) « 

kein Glied mit y* mehr enthalt. 

Dieselbe Methode, eine Gleichung 

(l a ) a? — nc i afi- 1 + (£)<*#"~* ± C »- S8 ° 

durch 

x^y + z 

so zu transformieren, daß in der Gleichung für y das Glied mit y""" 1 
fehlt, kann ohne weiteres für ein beliebiges n durchgeführt werden. 
Nur die beiden ersten Glieder von (1 Ä ) liefern bei der Transforma- 
tion die Potenz y* 1 " 1 , nämlich 

#" — y" + w# • y n-1 + • • •; 

es ist also, um diese Glieder zu tilgen, nur erforderlich, daß man 

(2 a ) x = y + c, 

setzt; dann erhält man als Resultat ähnlich wie bei (3) 

(3 Ä ) t + <*sy w -* + d,y n ~* + • • • + d n - 0. 
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§ 90. Wir könnten leicht a priori die Existenz von drei Wurzeln 
einer Gleichung dritten Grades nachweisen, doch ist der direkte Weg, 
die Wurzeln selbst herzuleiten, der bequemere. 

Statt die Auflösung von (1) zu untersuchen, brauchen wir nur 
diejenige der vereinfachten reduzierten Gleichung 

(4) x*-Sax-2b = 

zu betrachten. Substituieren wir auch hier wieder statt der Unbe- 
kannten 

(4 a ) x = u + v, 

so finden wir 

(„« + v z _ 26) + 3(w + v) (uv - a) - 0, 

und wir bestimmen u und v dadurch, daß wir fordern 

uv . — a = 0, u* + v s - 26 — 0. 

Die erste dieser beiden Gleichungen liefert dabei 

(5) - *-i 
und also die zweite dann 

w 8 + ^-26 = 0, 
m 6 - 2bu* + a 8 — 0. 
Dies ist eine Gleichung zweiten Grades in w 8 ; ihre Auflösung ergibt 

und also 

(6) u - h ± yw^tf, 

wo unter der dritten Wurzel ein beliebiger ihrer drei Werte (§ 87) 
verstanden werden darf. (5) ergibt dann weiter 



(6') «- a 

fb ± yb* — a > 
und endlich (4 a ) 

(6 b ) x = \ f b±yV^ + 



a 



fyb±yv r ^T* 

Aus (5) geht hervor, daß die beiden in (6 b ) eintretenden Wurzel- 
größen dieselbe Bedeutung besitzen, was beim bloßen Anblick von 
(6 b ) noch durchaus nicht feststeht. Diese Wurzelgröße, die durch (6) 
eingeführt ist, hat die sechs Werte, welche dadurch entstehen, daß man 
der Quadratwurzel, sowie der Kubikwurzel alle ihr möglichen Werte 
gibt. So hat man z. B. für 

10* 
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V 14 + 1/169 - fl4 + 13, \f 14 - 13 

t — i + yi . ♦ — i — ys . % 

X > 2 > 2 

Wir werden im nächsten Paragraphen zeigen, daß eine Gleichung 
dritten Grades nicht mehr als drei Wurzeln haben kann; nach dem 
soeben Besprochenen scheint aber (6 b ) sechs Wurzeln für die Glei- 
chung (4) zu liefern. Dies klärt sich folgendermaßen auf. Es sei 

P-Vb + Vb^li?, N~Vb-Yb* = tf, 

wobei die Quadratwurzel einen beliebigen, aber dann festen ihrer 
beiden Werte hat. Dann ist, wie ersichtlich, 

P» . JjT* _ a 9 , 

VT+yW^7 • Vb-yv^T* - y&, 

d. h. ft/ 

und P • N liat einen der Werte a, coa, © 2 a, wenn wir unter © die 
dritte Einheitswurzel _. 

— 1+1/8* 

verstehen. Man kann also jedem Werte von P einen Wert von N 
so zuordnen, daß man hat 

folglich reduzieren sich die beiden obigen Reihen von je drei Wurzeln 
in (6 b ) auf eine einzige Reihe, da eine Vorzeichenänderung der Quadrat- 
wurzel in x nur die drei zweiten Summanden mit den drei ersten 
vertauscht; und wir können sämtliche Lösungen von (4) schreiben, 
indem wir die Bezeichnung o für die dritte Einheitswurzel hier und 
im folgenden beibehalten, 



- _ Vb + yw^fi + 



a 



Vb + Yb' — a* 
(6 C ) x. - a>Vb + VF^a* + „ * — > 

>*Vb + yw^tf + 



x t <=* & 



to'fyb + Yb % — a 8 

Hier kann unter jeder der auftretenden Wurzeln ein beliebiger ihrer 
Werte verstanden, nur muß der einmal gewählte in allen Ausdrücken 
festgehalten werden. 
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§ 91. Wir haben uns soeben auf den Satz gestützt, daß eine 
Gleichung dritten Grades nicht mehr als drei Wurzeln besitzt. Statt 
diesen zu beweisen, wollen wir ein allgemeines Theorem ableiten, 
nämlich das folgende: Eine Gleichung w* 611 Grades 

(7) f{x) = x n + qaf- 1 + c 2 z*-* + • • • + c. - 

besitzt höchstens n Wurzeln. Ist x 1 eine Wurzel von (7), so 
ist identisch 

x\ + c t xl' x + c $ x*~* + h c n - 0. 

Subtrahiert man dies von (7), so folgt (vgl. die Ableitung von (9) 
§ 36 S. 65) 

fix) = {x x - xl) + c^a"- 1 — x»- 1 ) + • • • + c n _ t (x — x t ) 

- (x-x t ) . [af-^ (fi + ^> n " 8 + • • •] = (x-x x ) .£(*), 

d, h. /"(#) ist durch (# — a^) teilbar, oder m. a. W.: 

Ist x t eine Wurzel von f(x) = 0, so hat man die Identität 

(8) m - {* - *dfi(*y, 

dabei ist f x (x) eine ganze Funktion (n — l)* 611 Grades in #, 
deren erster Koeffizient, wie der von fix), gleich 1 ist. 

Ist dann weiter % 2 eine Wurzel von /i(#) = 0, so ergibt sich 
ebenso 

wo f t eine "ganze Funktion {n — 2) ten Grades in x mit dem ersten 
Koeffizienten 1 wird. Auf gleiche Weise kann man weitergehen, bis 
bei einem 

(9) f{x) - (a - x x ) (x - Xi) . . . (* - x a ) • /;(«) 

abgebrochen werden muß, weil f a (x) = keine Wurzeln mehr be- 
sitzt. Diese Möglichkeit darf nicht ausgeschlossen werden, solange 
der fundamentale Satz nicht bewiesen ist, daß jede algebraische Glei- 
chung eine Wurzel besitze. Das Eine jedoch ist klar, daß f(x) = 
nicht mehr als n Wurzeln haben kann. Denn hat man die Zerf ällung 
bis zu 

f(x) - (x - x x ) (x — x i )...(x — X n -l)f n -l(*) 

fortgesetzt, dann ist f nmml vom ersten Grade mit dem ersten Koeffi- 
zienten 1 und kann daher = ix — # w ) gesetzt werden. Demgemäß 
erhält man die Identität 

(10) fix) = ix — x t ) (a? — a? 2 ) . . . (# — x n ). 

Jeden der auftretenden Faktoren nennen wir einen Wurzelfaktor 
der Gleichung. Eine Gleichung ist durch jeden ihrer Wurzel- 
faktoren teilbar. Mehr als n Wurzelfaktoren kann eine 
Gleichung n*** Grades nicht haben. 
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In (9) und in (10) können gleiche Wurzelfaktoren auftreten. 
Es möge x x genau m 1 -mal, # 2 genau m 2 -mal vorkommen u. s. f. Faßt 
man die gleichen Faktoren zusammen, dann kann man schreiben 

(9 Ä ) f(x) - (x - xj*(x - xtf* . . . f a (x), 

und falls f{x) = die Maximalanzahl n von Wurzeln besitzt, 

(10 a ) f{x) = (x — x^™* (x — xjF* . . . (x — x r ) m r (n^+^iH hw r =w). 

Nun nennen wir x 1 eine m x - fache Wurzel oder eine Wurzel von 
der Multiplizität m 17 u. s. w. und können dann sagen: Die Summe 
der Multiplizitäten aller Wurzeln einer Gleichung n*™ 1 Grades 
beträgt höchstens n. Daß sie wirklich gleich n ist, bedarf eines 
Beweises, der dann erbracht ist, wenn man zeigen kann, daß jede 
algebraische Gleichung wirklich eine Wurzel hat. 

§ 92. Wir wollen gleich einen zweiten allgemeinen Satz ableiten, 
dessen wir bei der Betrachtung der Realitätsverhältnisse der Gleichungen 
dritten Grades bedürfen. Wir nehmen an, die Gleichung (7) habe 
reelle Koeffizienten und besäße eine komplexe Wurzel 

«i-P + 8» (2 + 0). 

Dann wäre identisch 

(11) (f> + qtf + c t (p + qi)«- 1 + • • • + c n « P + Qi - 0, 

und also nach § 26 jede einzelne Koordinate der komplexen Größe 

P = 0, = 0. 

Entwickelt man jetzt den zu (11) konjugierten Ausdruck 

(p - «•)" + c i(JP - 20"" 1 + • ' * + C n> 
so erkennt man, daß dieser sich von (11) nur durch das Vorzeichen 
von i unterscheidet und daß er also — P — Qi, d. h. auch = ist. 
Folglich ist der zu x t konjugiert komplexe Wert 

x t = p — qi 

gleichfalls eine Wurzel von (7). 

Bedenken wir dann weiter, daß f(x) durch jeden der beiden 
Wurzelfaktoren (x — x t ) und (x — x 2 ) teilbar ist, und daß 

fix) = (x - p - qi)ix -p + qi)f % (x) 
= i(x - p)* + q*)&ix) 

wird, so folgt, daß f % (x) auch nur reelle Koeffizienten enthält. Auf 
f 2 (x) lassen sich demnach dieselben Schlüsse anwenden; wenn also 
etwa /a = wieder die komplexe Wurzel x 1 besäße, so müßte es 
auch x 3 wieder als Wurzel haben u. s. w. Wir können daher sagen: 
Hat eine Gleichung fix) = mit reellen Koeffizienten eine 
komplexe Wurzel x x =*p + qi, (# + <)) in der Multiplizität m t , 
so besitzt fix) = auch die Wurzel x 2 =p — qi in gleicher 
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Multiplizität. Die Summe der Multiplizitäten aller kom- 
plexen Wurzeln ist eine gerade Zahl. 

§ 93. Wir folgern hieraus, daß bei reellem a und b 

(4) x* - Sax -26 = 

entweder eine oder drei reelle Wurzeln besitzt. Wir untersuchen, 
wann der eine und wann der andere dieser beiden Fälle eintritt. Wir 
haben gehabt 

^-fo + ygrz? + a = = p + n, 

Yb + yit — a* 

(6 C ) x» - a)Vb + yV^~a* + T7= a m * - of + <o 2 N 9 

Yb + yb a — a* 

x s - &*Vb + yw^t* + y-. — — — - «) 2 p + on. 

r& + |/&» — a 8 

Wir untersuchen zuerst den Fall, daß der innere Radikand nega- 
tiv ist, 
(I) &*-a 8 k 2 (* + 0). 

Dabei setzen wir der Abkürzung halber 

y b+Ti = ß + x i = p. 

Es wird dann 

(b + ki) - (ß + xif, (b - ki) - (ß - xi) 8 , 

(6 + »0j[* - **) = 6* + fc* = a 8 = (/3 a + a») 8 , 

und da a, /S, x reelle Größen sind, so muß 

ß* + x* = a 
sein. Dann ist 

Folglich wird 

x t = OJ + x*') + 03 ~ «0 = 2/J, 

d. h. in diesem Falle sind alle drei Wurzeln reell. Sie sind 
auch voneinander verschieden. Denn aus x 2 = x s würde x = Ö 
folgen; dann wäre aber y b + ki reell und daher k = 0, was gegen 
die Annahme ist. Aus x t = x 2 oder x t = x s folgt x = ± )/3/3 und 

fc + fc; = (ß + xif - |8 8 (l ± i]/3) 8 = - 8/3*. 
Es wäre also auch hier k = 0, was wieder auszuschließen ist. 
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Wir gehen zu dem zweiten Falle über, daß der innere Radikand 
positiv ist, 

(II) 6 2 -a 8 = + *>', (* + 0); 

dann kann man für P einen reellen Wert nehmen, und N wird 
wegen P*N~a gleichfalls reell. Also ist x x reell. Ferner wird für die 
beiden anderen Wurzeln 

x *fi~ r 2 +iV 2 

= A[(P + 20±*l/3(P-iV)]. 

Ist daher P + N } so werden die beiden Wurzeln x % und x 9 komplex. 
Die Gleichheit P ■» N könnte nur eintreten für 

J» = JY 8 , 

d. h. für 

l + yi*-a* = b - )/&*- a 8 , 
&«_a 8 = 0; 

das letzte Resultat widerspräche der Voraussetzung (II); demnach 
kann nie P = N werden; d. h. x 2 und x z sind komplex. In diesem 
Falle ist eine Wurzel reell und die beiden anderen sind 
konjugiert komplex. Dies tritt stets bei negativem a auf. 

Geht man durch stetige Änderung von a und 6 von dem Falle (I) 
zu (II) über, so muß man auf einen vermittelnden Fall kommen, auf 
einen Grenzfall, der von drei reellen verschiedenen Wurzeln zu einer 
reellen und zwei konjugiert komplexen führt. 

Als dieser dritte Fall bleibt nur übrig, daß der innere Radikand 
verschwindet, 

(III) b 2 -a* = 0. 

Hierfür wird die Gestalt der Wurzeln einfach die folgende 

x, = Yb(<o + ra») Vh, (§ 84, S. 138) 



Xt 



= ffe(a) 2 + a)) = -f / 6; 



'8 

d. h. die drei Wurzeln sind reell, und zwei von ihnen sind 
einander gleich. 

Diesen Fall der Gleichheit zweier Wurzeln können wir auch 
direkt erledigen. Ist x 2 = x z , so kann das Polynom auf der linken 
Seite der Gleichung dritten Grades 

x z — 3ax — 26 — (x — - x ± ) (x — x 2 ) (x — x 3 ) — (x — x x ) (x — x 2 )* 

= x s — (x ± + 2a^)# 2 + (#§ + 2x x x 2 )x — x x a\ 
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geschrieben werden. Nun muß der Koeffizient von x % rechts ver- 
schwinden, damit die linke Seite herauskomme. Demnach wird 

x t = — 2x 2 



und 



.8 



or — Sax — 2b = x* — 3x\x + 2#|, 
d. h. man erhält für die Koeffizienten die Werte 



a 



x 



und somit wird 
Der Ausdruck 



2 
29 



b a 8 , 

fc*-a 8 = 0. 

JD= s 4.27(6 a -a 8 ) 



heißt die Diskriminante der kubischen Gleichung (4). Ist die 
Diskriminante D positiv, dann hat die Gleichung nur eine 
reelle Wurzel; ist D negativ, dann hat sie drei reelle, von- 
einander verschiedene Wurzeln; ist D = 0, dann sind die 
drei Wurzeln reell und zwei sind einander gleich. 

§ 94. Wir wollen eine geometrische Veranschaulichung der so- 
eben besprochenen Verhältnisse geben. Wir nehmen in einer Ebene 
eine horizontale a-Achse und 
eine vertikale b -Achse an und 
zeichnen die Kurve 



(12) 



&» _ a z = o, 



in derselben Weise, wie wir 
früher mit Hilfe der Koordi- 
naten der Punkte unserer Ebene 
ein geometrisches Bild von 
analytischen Abhängigkeitsver- 
hältnissen gegeben haben. 

Da sgn a = sgn a 8 =■ sgn b 2 
— + 1 ist, so liegt die Kurve 
ganz rechts von der Achse OB\ 
und da a 8 = (± 6) 2 ist, so liegt 
sie symmetrisch zur Achse OA. 
Sie zerlegt die Ebene in zwei 
Gebiete, eins in dem 

sgn(6 2 -a 8 ) = + l 
und eins in dem 

sgn (b* — a 8 ) = — 1 





B 


* / 

V 


(h*~a*J 











A 


eine TeeUeWUrzel 




3 reelle Wurzeln 



Fig. 17. 



ist. An einfachen Beispielen erkennt man, wie diese Gebiete den 
Vorzeichen zugeordnet sind; 
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a * 


-i, 


6- 





gibt 


sgn (b* — 


•a») = 


-1, 


a = 


= o, 


6 = 


1 


gibt 


sgn (6* — 


■a») = 


+ l; 



folglich ist für den Teil der Ebene, welcher die positive Halbachse 
der a enthält, (6 2 — a 8 ) negativ; für den Teil, der die negative Halb- 
achse der a enthält, ist dagegen (6 8 — a 8 ) positiv. Daher liefert der 
erste Teil alle Punkte (a, 6), für welche die Gleichung 

(4) a 8 - 3ax -26 = 

drei reelle, verschiedene Wurzeln hat; der zweite Teil alle Punkte 
(a, V), für welche zwei der drei Wurzeln konjugiert komplex sind; 
und die Kurve selbst enthalt die Punkte, für welche drei reelle Wurzeln 
existieren, von denen zwei einander gleich sind. 

Auch hier kann man durch Flächenberechnung die Wahrschein- 
lichkeit dafür bestimmen, daß eine Gleichung (4), deren Koeffizienten 
dem absoluten Werte nach eine gegebene Größe nicht überschreiten, 
drei reelle Wurzeln besitze (§ 32 S. 56). Mit Hilfe der Integral- 
rechnung läßt sich das Problem losen. Es sei hier nur das Resultat 
angegeben. 

Beschränkt man die Koeffizienten a, b in (4) auf die reellen 
Werte, deren Betrag die Größe r nicht überschreitet, dann ist die 
Wahrscheinlichkeit dafür, bei beliebig gewählten Werten a, b eine 
Gleichung (4) mit drei reellen Wurzeln zu erlangen, gleich 

Y io ' y- r 

Mit stets wachsendem r nähert sich diese Wahrscheinlichkeit dem 
Werte \ } d. h. es wird fast ebenso wahrscheinlich, eine Gleichung 
mit drei reellen Wurzeln zu erhalten (vgl. § 32), wie eine solche mit 
nur einer reellen Wurzel. 

§ 95. Wir gehen zu einer zweiten Methode der Lösung kubi- 
scher Gleichungen über. Diese knüpft an die allgemeine Form 

(12) c a? 8 - 3c^ 2 + 3c 2 x - c 8 = 

an und sucht durch eine passend gewählte Substitution der Gestalt 

(13) x = ^ 

eine reine Gleichung dritten Grades in £ zu erlangen. Führen wir 
diesen Wert (13) von x in (12) ein und multiplizieren mit (| — 1)*, 
so erhalten wir als Resultat 

c o 0i»i 8 - 3ft s A| a - Sptfl, - A 8 ) 
- 3(^(^1» - (Zip + <i*)g» + (A» + 2Ap)£ - A») 
+ 3c,0*| 8 - (2<t + k)? + (p + 2A)£ - A) 
-c 8 (|»-3| 8 + 3|-l) = 0, 
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oder nach Potenzen von £ geordnet 

V(c fi 3 - dc^* + 3c 2 (i - c 9 ) 

- W(c ii*X - ^(2Afi + ft 2 ) + c 2 (2(i + A) - c 8 ) 
+ 3g(c jiA* - Cl (A 2 + 2l(i) + ^(2A + /*) - <fc) 

— (c A 8 - 3qA 2 + 3^ - c 8 ) - 0. 

Jetzt suchen wir über die beiden Größen A und ft so zu verfügen, 
daß die letzte Gleichung zu einer reinen, d. h. daß 



(14) 



^ f i - ^(21(1 + f*») + ^(2p + i)-^-0 -A +1 
c pA 2 -e 1 (A 2 +2A f i) + c 2 (2A + f *)-* 8 = + p, - 1 

wird. Multiplizieren wir einmal die erste dieser Gleichungen mit 
— A, die zweite mit + p und addieren die Produkte; und dann die 
erste mit + 1, die zweite mit — 1 und addieren (wie dies die hinter 
den Gleichungen stehenden Spalten andeuten sollen), dann folgt 

c x (AV - V) - c*(# - ***) + *(* - lO - 0, 
* o 0t 2 A - pA 2 ) - qO* 2 - A 2 ) + c 2 ((i - A) - 0. 

Dividiert man die erste dieser Gleichungen durch (A — /i), die zweite 
durch ( t a — A) 7 was offenbar angeht, da A — ft = das zu verwerfende 
Resultat x = A ergeben würde, dann erhalten wir 

c x k(L — c 2 (A + p) + c 3 = 0, c Aft — c x (X + {*) + c 2 — 0, 
(14 a ) . c^-c? 



Aft = 



^0 ^1 ^ 1 



A + p 



c f c s c t c t 



c c % —cl 
Demnach sind A und ft Wurzeln der in p quadratischen Gleichung 



Q 2 __ g og 8 — *!*! . ^ + c i c » — g| _ 0; 



(15) t , 

Berechnet man den Radikanden, den wir mit z/ bezeichnen wollen, 
dann ergibt sich für ihn 

(16) J — cjd| — 6^^ + 4c e* + 4cjc 8 — 3cfc|. 

Wir erwähnen die Darstellung von d als Determinante (vgl. § 104) 



(16*) 



Nehmen wir für l den einen der Werte q aus (15) und für (i 
den anderen, so geht die transformierte Gleichung in die einfache 
Form einer reinen kubischen Gleichung 

|»(c^ 8 - 3c^' + 3c,/t - c a ) - (c l 9 - 3c, A* + 3c, A - c $ ) = 



«0 


2^ 


c a 





Co 


1 ^S 


c i 


2c, 


^ 





c i 


2c 2 ft, 
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über. Vom ersten Koeffizienten subtrahieren wir den ersten Aus- 
druck in (14) und vom zweiten Koeffizienten den zweiten Aus- 
druck (14); das ist möglich, da ja die Gleichungen (14) erfüllt sind. 
Läßt man dann den Faktor (A — (i) fort, dann entsteht 

S 8 (c of i' - 2c l( i + c 2 ) + (c A> - 2 Cl A + c,) = 0, 

Auch diese Gleichung für | läßt sich noch vereinfachen. Wir setzen 
nach (14») /, , % i 

und erhalten statt der vorhergehenden Gleichung in £ 

5»[c (ft 8 - ifO + ^{k - p)] + fo(*' - **0 + «i(f* - i)] - 
und nach Division mit (ft — A) 

5 8 (c ft - ^) — (c A - c A ) - 0. 
Demnach haben wir für £ die einfache Gleichung 

Ihre rechte Seite kann noch umgestaltet werden derart, daß ihr 
Nenner von Wurzeln frei wird; es ist nämlich nach (14*) 

Aus (13) folgt dann für die Wurzel x von (12) 
weiter ist , „ v 



J 



Cof* — <h <^P — <? t c p — c t 9 



5 <W-*' 



und wenn man unter | einen der Werte von ]/^\ — versteht, 

Hat man eine beliebige Wurzel von (15) als A und die andere als (i be- 
zeichnet, dann liefert (17) drei Wurzeln für £ und (18) die ent- 
sprechenden für x. Hätte man aber die Wurzeln von (15) in um- 
gekehrter Anordnung verteilt, so würden scheinbar andere Wurzeln 
sich ergeben haben. In der Tat treffen wir aber wieder auf dieselben 
Wurzeln. Aus (17) geht nämlich hervor, daß das neue £, welches 
%' bezeichnet werde, mit £ in dem Zusammenhange steht, der ge- 
liefert ist durch 

rr»--i; r = f (*- 0,1,2); 
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(18) ergibt dann, wenn die neue Wurzel von (12) mit x' bezeichnet wird, 

(19) _ 3. _ <■* ~ * «'«* + **t» _ 5. _ *.f* - e t (a>< g + ^ 

* * < • C ° C ° (wegen (17)) 

" t + (t " **) (< °' ?l + <0?|8) - 

Daraus erkennt man, daß, abgesehen von der Reihenfolge, die 
drei Wurzeln (19) mit den drei Wurzeln t (18) übereinstimmen. 
§ 96. Wir haben gesehen, daß jede Gleichung dritten Grades 

xP — (^x* + c 3 x — c 3 = 
drei Wurzeln besitzt; nennen wir sie x u x 2) x 89 so folgt aus § 91 

oc* — c 1 x a + c i x — c 9 <=(x — x 1 )(x — Xi)(x — a? 8 ) 

= # \X1~rX2 + Xq)X ~T\X^X 2 -\ m X^X 3 -\-X 2 X 3 )X X^XjfiC^ 

und daraus durch Vergleichung gleich hoher Potenzen von x 

X± + X$ + #3 =* C± , 

(20) ^^ + tf^ + tf 2 tf 8 = Cj , 

X^X^X^ — c 8 . 

Hierdurch werden die Gleichungskoeffizienten c 1} c %J c 9 als symmetrische 
Funktionen der Wurzeln dargestellt. Symmetrisch oder einwertig 
nennen wir eine ganze Punktion der n Variablen x lf x 2 , . . . x n , wenn 
sie bei willkürlicher Permutation der Variablen untereinander ihren 
Ausdruck nicht ändert (§ 33, S. 69). Die Funktionen auf den linken 
Seiten von (20) heißen ihrer einfachen Gestalt wegen die elemen- 
taren symmetrischen Funktionen von x ly x S7 x s . Neben ihnen 
sind die Potenzsummen der Wurzeln von besonderer Wichtigkeit 
(vgl. § 39 S. 70), nämlich die Funktionen 

$1 = * #1 T" %2 T" #3> 
&} = #! + #j -(- #3, 

^5 "™ ^1 "T" #jj ' ^8> 



(21) 



Wir wollen zeigen, daß alle $ x rational und ganz durch die drei 
elementaren symmetrischen Funktionen c 1} c 2 , c 9 darstellbar sind. Zu- 
nächst ist 

Sj *■ x^ + #2 1 X Z Ä ^l 9 

s * - s x l + x \ + #! — (#1 + x \ + #1 + 2 *i*i + 2a i#8 + 2a? 8 rc 8 ) — 2^ 

^" c? ^~ ä Cj . 
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Für s t und % gilt daher der ausgesprochene Satz, und zu den weiteren 
s a gelangt man, indem man die drei Identitäten , die sich aus der 
Bedeutung von x 1} x 2 , x 3 als Gleichungswurzeln ergeben, 

#J +S — ^oj 4 " 8 + c 2 #J +1 — c 9 x* — 0, 

x\+* - C^ +2 + C^ 1 - c^x* - 0, 

addiert. Dadurch ergibt sich nämlich die rekurrierende Beziehungsreihe 

5 ;.+s c i s x+z + ^a+i ~"~ c a s x Ä 0, (A = 0,1,2, . ..) 
d.h. 

Benutzt man nun die drei schon bekannten, eben gegebenen Dar- 
stellungen von s , s 1} s 2 , so folgen die weiteren von s 8 , s 4 , s & , ... 
rekurrierend aus den früheren und daher aus c l9 c 2 , c 3 . So findet man 

5 4 = cj — 4^ + 4^ + 2cf , 

5 6 - cj - 6cjc 2 + 6cfo + 9cjc| - 12^^ - 2cJ + 3cJ, 

Auch der zweite in § 39 durchgeführte Beweis desselben Satzes 
behält hier seine Gültigkeit; die Änderungen gegen die dortige Her- 
leitung sind so geringfügig und so naheliegend, daß wir den Beweis 
nicht zu reproduzieren brauchen. 

Nunmehr wollen wir nachweisen, daß jede ganze symmetrische 
Funktion von x 19 x t} x s als ganze Funktion der s x und also auch der 
c lf c 2 , c t darstellbar sei. Enthält die ganze Funktion von x 1} x t , x 9 
einen Term a#*, so muß sie wegen ihres Charakters als symmetrische 
Funktion die Summe 

a (a* + x$ + a$) = as x 

enthalten. Derartige Terme sind also durch die s x darstellbar. Ent- 
hält die Funktion einen Term ax*x%, so auch die Summe 

a(j*s% + x* x x* + s*0 - y (a? + aj + s*) 2 - y 0? x + *\* + «5«) 

enthält sie dagegen ein ccx*a% bei x + Ä, so enthält sie auch das 
Aggregat der sechs Glieder 

= «(** + s^ + O tö + 4 + *s) - «Oi" 1 "' + *5 +a + *» + *)' 
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Enthält sie endlich einen Term ccoc%a%<x%, in welchem kein Exponent 
gleich Null ist, so kann man aus den notwendig vorhandenen ver- 
schiedenen Aggregaten, deren Anzahl höchstens 6 ist, 

*i «* »» 
jedesmal den Faktor {x x x % x^f = c| heraussetzen, in dem q die kleinste 
der drei Zahlen x, A, /i bedeutet, oder zu den kleinsten gehört. Dadurch 
fällt in jedem der Summanden mindestens eins der x u x 2 , x 9 heraus, 
und man kommt auf einen der bereits behandelten Fälle. Somit ist 
gezeigt: Jede ganze symmetrische Funktion von x X) x i} x z ist 
als ganze Funktion der s x und also auch als ganze Funktion 
der c ly c i7 c % darstellbar. 

§ 97. Fast unverändert können wir die in § 44 bei den Glei- 
chungen zweiten Grades dargelegte Näherungsmethode, die sich auf 
die Darstellung der Potenzsummen der Wurzeln stützt, hier auf die 
Gleichungen dritten Grades (und auch allgemein auf die Gleichungen 
n Un Grades) übertragen. 

Ist x 1 seinem Betrage nach größer als x 2 und x z , dann wird 

#! = lim ^ü. 

*=*• s x 

Wir wollen nicht genauer auf die theoretische Betrachtung dieser 

Gleichung eingehen, sondern uns damit begnügen, an einem Beispiele 

ihre Wirksamkeit zu zeigen. Wir wählen die schon in § 88 S. 145 

behandelte Gleichung 

x 9 — x 2 — x — 1 =» 0. 

Hierfür wird aus (22) die rekurrierende Formel 

und man erhält für die s a der Reihe nach die Werte 

s = 3, s x =1, s 2 =* 3, s 8 « 7, s 4 «= 11, s 6 « 21, s 6 = 39, 
s 7 =* 71, * 8 — 131, s 9 = 241, s 10 = 443, s n = 815, s 12 =- 1499. 

Als Näherungswert haben wir also z. B. den Wert des Quotienten 

^=1,839264-.., 

der von dem in § 88 gefundenen Werte in zwei Einheiten der fünften 
Dezimale abweicht. 

§ 98. Außer den einwertigen Funktionen von x 19 x s , x 3 gibt es 
noch andere, mehrwertige Funktionen, und zwar zweiwertige, drei- 
wertige und sechswertige. Für die Existenz der letzten beiden Sorten 
lassen sich sofort Belege geben. Es ist x x selbst dreiwertig mit den 
beiden anderen Werten x 2 und # 8 ; ferner ist (x t — x t ) sechswertig und 
seine sechs Werte sind, wie die Anwendung der sechs Permutationen 
von x l7 x 2 , x z zeigt, 
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Daß keine fünf- und keine vierwertigen Funktionen von drei 
Größen x 1} x i} x z bestehen, ergibt sich aus einem allgemeinen Satze, 
dessen hier wenigstens Erwähnung getan sei: Ist q>(x lf x t , • • • x n ) eine 
v-wertige Funktion der n Variablen x 19 # 2 , • • • x n} dann ist v 
stets ein Teiler von 1 • 2 • 3 • • • n. In unserem Falle ist v also ein 
Teiler von 6 — 1-2-3. 

Statt für unsere x 17 x %} x 3 zweiwertige Funktionen abzuleiten, 
wollen wir dies gleich für n Variable x 19 x 2 ,x 9 , • • • x n tun, da die 
Spezialisierung auf w = 3 keine nennenswerte Vereinfachung des Be- 
weises mit sich bringt (vgl. § 40 S. 72). 

Gesetzt, die ganze Funktion <p(x 1} x 2f • • • x n ) der n Veränderlichen 
x \y x %> ' ' • x n ^^^ bei allen Permutationen der x a untereinander zwei 
und nur zwei Werte an, von denen der eine q> ist, und der andere q> x 
sein möge, dann setzen wir 

<p(x t , s 2 , • • • x n ) - ifo> + *J + i [ip - <Pil 
Die Summe [q> + qpj ist symmetrisch. Eine Permutation, die 

x i> x t> • ' * X n in X i x > X i % ," X in 

verwandelt, kann nämlich nicht gleichzeitig <p ungeändert lassen und 
<p x in q> verwandeln, weil sonst diejenige Permutation, die umgekehrt 

\> X i>> • " X in in X l> X 2>'-' X n 

überführt, gleichzeitig 9 in cp x verwandeln und tp ungeändert lassen 
müßte, was nicht angeht. Jede Permutation, die g> nicht ändert, ändert 
auch <p t nicht; und jede, die q> in <p t umwandelt, wandelt auch <p 1 in 
<p um. Also ist die obige Summe symmetrisch. 

Die Differenz [y — qpj ist alternierend (§ 40 S. 72); das 
folgt aus gleichen Überlegungen und daraus, daß [q> x — <p] der zweite 
Wert ist. Wir bezeichnen diesen Teil 

Das Quadrat von ip ist symmetrisch. 

Jede Permutation der x x untereinander ist als eine Folge von 
Transpositionen darstellbar (§ 65 S. 105). Hätte daher V die Eigen- 
schaft, bei der Verwendung jeder Transposition ungeändert zu bleiben, 
so bliebe es überhaupt für jede Permutation ungeändert und wäre 
einwertig. Also wird mindestens für eine Transposition, etwa für 
(x t x t ) der Wert von ^ in (— 4>) übergeführt. Man hat daher 

4>( x *> x u x z>-' X J *(Pi, x %> x *>- X n)' 

Setzt man x 2 = x 17 dann werden die beiden Seiten dieselbe Funktion 
ty(x t , x l} x s • • •) aufweisen; diese kann ihrem entgegengesetzten Werte 
nur gleich sein, wenn sie = ist; damit ist bewiesen: es wird 

H*i* *> x *> ' * ' x n) - ° für * - *i- 
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Faßt man # als ganze Funktion von t auf, so ist dies eine Gleichung 
in t mit der Wurzel t^x x . Nach § 91, S. 149 ist also 

^Oi; *} x sr- *J - (' - O ^oOi, *, *3> " ' x «) 

*(«i, #a> # 3 , • • . x n ) - (^ 2 - ^) !P (* W # 2 , # 8 , • • • a?J. 

Nun sei (x 2 — a^)? die höchste Potenz von (x 2 — a^), die in ^ vor- 
kommt. Dann ist 

tl>\x 17 x 2 , • • • «J - (x 2 - tfj 2 ? V?Oi, # 2 , • • • «J- 
Da V 2 einwertig ist, so muß es durch alle (# a — x^ teilbar sein, 
und man hat 

ty\x 1 ,x 2 ,--.x^ = n(x a -XpY*W\x l} x 2r --x n ) U^ 1 , 2 , .V. Ä , Li)- 

Daß hier W* gesetzt werden kann, folgt daraus, daß die übrigen in 
die Gleichung eingehenden Funktionen Quadrate sind. Die letzte 
Gleichung gibt 

^{x ly x 2r ^x v )^n{x a ^-x ß yw{x ly x iy .. -o ßI 1 '2 ; ^'.\ , ^-l) , 

wobei V keinen Faktor von der Gestalt (x a — x») mehr enthält. 
Wir untersuchen zuerst die ganze Funktion 

yj=n(x a -x ß ) - (&-*i) Os-*i) (^-^i) • • • fa. -*i) 

(23) fo-*»)" ••(*•-*%) - 



Wl ^*-l)' 
Ihr Quadrat ist einwertig; folglich kann sie selbst nur einwertig oder 

alternierend sein (§ 40 S. 73). 

Wendet man die Transposition (x x x 2 ) an, dann geht + Yd in— ]/^/ 
über; denn durch diese Transposition werden die Elemente der 
dritten, vierten, • • • Zeile gar nicht berührt; die untereinander stehenden 
der ersten und der zweiten Zeile vertauschen sich nur; und die 
Klammer (x 2 — x ± ) geht in (x t — x 2 ) über. Folglich ist "/^/alter- 
nierend. Man erkennt: )/^ ist in den x x , x 27 • • • x n homogen von 

j t\- . n(n — 1) 

der Dimension — *—r — -• 

d steht in enger Verbindung mit der sogenannten Diskrimi- 
nante D der Größe x 19 x 2J • • • x n , welche wir durch 

n(n — 1) n(n — 1) 

(23») D = (- lP* - - II(*a - **)> = (~ 1J~ T ~- ■ <* 

definieren. Aus (16), § 72, S. 118 können wir entnehmen 

yZ- |a£| (x = 1, 2, . • • w; A - 0, 1, • • • n - 1), 

(23 b ) n(n-l ) 



.412 
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D-(-l) ' -K: 
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Für n — 2 wird 

D = — (x x — sei) 2 — 4tx t x 2 — (x x + % % y, 
und also, wenn x t , x % die Wurzeln von 

.x*-2ax + b=*0 \ 

sind ' D = 4(6-a 2 ), 

was mit der Bezeichnung in § 42, (17), S. 77) übereinstimmt. 

Ist/^O die Gleichung, deren Wurzeln x 19 x 2 , • • • x n sind, so 
schreiben wir die Diskriminante der Größen x a als Diskriminante 
der Funktion f oder der Gleichung f=0 

(23 c ) D, - (- if^ ir*. - *^*, 

falls 

f= x n + (^a?- 1 + Cgtf"" 2 + • • • + c n 

ist; dagegen wollen wir setzen 

(23 d ) D, - (- lf^~ i- »/7(*. - */, 

falls 

ist. Die Hinzufügung des Faktors cj w ~ 2 geschieht dabei, um D g zu 
einer ganzen Funktion der Koeffizienten c , q, c 2 , • • • zu machen. 
Mit der neuen Bezeichnung A können wir schreiben 

_ *(*i, #2, • * ' *J Ä (l^*)* ^(«i, *2; ' ' • *«)• 

(Yd) 9 ist einwertig, wenn (> gerade ist, und alternierend, wenn q un- 
gerade ist. 

Wendet man eine Permutation der x auf die letzte Gleichung an, 
so ändert i> sich nicht oder höchstens sein Zeichen; dasselbe ist mit 
(yd) 9 der Fall und folglich auch mit W. Würde aber W sein Zeichen 
ändern, d.h. alternierend sein, dann hätte es noch einen Faktor (x a — Xß)i 
das geht nicht an, und folglich ist W eine einwertige, symmetrische 
Funktion. Wir wollen sie mit S (x u x i7 • • • #J bezeichnen, q muß 
ungerade sein; denn für ein gerades q = 2tf wäre auch 

(yj) ia = j° 

und daher f selbst symmetrisch. Es ist also q = 26 + 1, und 

♦ fo, ff 2 , • • • a?J =y^(^/ a • S (x ± , x 9 , • • - aj) 

(24) *fo, s 2 , ■ • • x n ) - y^. Sfo, «,,... sj, 

wo S eine ganze symmetrische Funktion von x u x %} • • • x n ist. 

Hiermit haben wir den allgemeinen Ausdruck alternierender 
Funktionen gefunden. Jede ganze alternierende Funktion hat 
die Form (24). Da sich ferner y~3 von ]/D f nur durch einen kon- 
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stauten Faktor i* unterscheidet, und da wir diesen Faktor zu S{x x >x 2} " •) 
ziehen können, so kann man auch schreiben 

(24 a ) jfa, x 2 , • • . x n ) =YD f • S(x 17 x 2) - x n ). 

Dieses Resultat läßt sich so aussprechen: Jede zweiwertige 
ganze Funktion hat die Form 

S ± (x lf x 2 , • . • x n ) + YD, • S 2 (x u x 2 ,-.. x n ), 

in welcher S 19 S % ganze symmetrische Funktionen bedeuten, 
während D f die Diskriminante der Größen x u x 2} # 8 , • • • ist. 

§ 99. Wir wollen für unseren Spezialfall der kubischen Gleichung 
die Diskriminante D f als Funktion der Koeffizienten c 17 Cj, c 9 von 

f(x) = x B — c x x* + c 2 x — c 9 = 

ausdrücken. Es ist 

<* = [fo - X l) Os ~ X l) 0*3 - ^)] 2 = [0*1*1 + X 2 X l + X * X l) 

(X 1 X 2 + #2^3 i **8^1/J 

= (x x x\ + x 2 x\ + x x x\ + x 9 x* + x 2 x\ + x t xl) 2 

- 0i 5 2 - %)* - 4 (ll>l - s e] + % c \ + V»)- 
Setzt man die in § 96 gefundenen Werte für s lf s 2) • • • s G ein, so er- 
gibt sich 

3-2 

D f - (- 1) * ^ = 27 c| - 18(^3 + 4c| + 4cjc 8 - cfcj 

- M4( 3 *2 - *?) 8 + (»<* - 9c^ + 27 c 9 y]. 
Für die Form 

#(#) — c x* — Sc^ 2 + 3c 2 x — c 9 — 
findet man 

3-2 

#„ - (- 1) * • «j^ = 27(eje5 - 6c c lCi c» + 4c c| + 4<fo - 3cfcf) 

- TT [ 4 ( c o c s ~ «ö* + ( 2c i - H<i«i + cfo)»]. 

Unser Spezialfall 

h(x) == ;r 8 - 3a# - 2& = 

führtauf A = 4.27(^-a3). 

Vergleicht man D g mit (16) S. 155, so sieht man, daß die hier auf- 
tretende Klammer identisch mit dem Radikanden der Gleichung (15) 
in q wird. 

In den beiden bisher vorgelegten Lösungsmethoden (§ 90 und § 95) 
ist also die Quadratwurzelausziehung aus J oder auch aus D die erste 
auszuführende Operation bei der Berechnung der Gleichungswurzel. 
Das ist kein Zufall, sondern es läßt 'sich die Notwendigkeit davon 
daraus ableiten, daß die alternierenden Funktionen die einzigen mehr- 
wertigen Funktionen sind, von denen eine Potenz einwertig wird. 

n* 
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§ 100. Das Gleiche findet daher auch statt bei dem jetzt zu 
besprechenden Lösungsverfahren von 

a? 8 — 3c t x* + 3c 3 % — c 8 « 0. 

Die drei Wurzeln dieser Gleichung seien x 19 x 2 , x 3 * unter a 19 a 2 , cc a 
verstehen wir drei, vorlaufig unbestimmte Größen. Dann nimmt der 
Ausdruck ^ = ^^ + «2^ + «,^ bei den Permutationen der x x unter- 
einander die folgenden 6 Werte an: 

*1 "™ M^Xi "T" #2#2 ' a 8*^3; *3 === **1 ^B ' **2 %1 "i a 8*^2? *6 mm #1#2 T^J^T a 8*^l > 
? 2 = CC^X^ + #2#3 + Äg^^ *4 as= a i#2 "•" a 2^1 ' a 3*^8> *6 s== a l*^3 i #2*^2 i ß$#i • 

Da in dem Produkte 

(u - *J (u - y (u - t s ) (u - O (tt - O ( w — *e) 

die einzelnen Paktoren sich bei den Permutationen der x nur unter- 
einander vertauschen, so ist das Produkt selbst eine einwertige Funktion 
der x lf x 2} x 9 und daher eine ganze Funktion der c lf c 2> c s . Das Poly- 
nom ist also bekannt. Könnte man die Gleichung 

(w — *J (fi — ^) • • • (u — * 6 ) =- 

auflösen, so wären die t 1} • • • £ 6 bekannt, und aus ihnen könnte man 
durch Lösung linearer Gleichungen die x 1} x l9 x s berechnen. Diese 
Auflösung ist möglich, wenn es gelingt, jene Gleichung durch passende 
Wahl der « 1; a 2 , «3 auf die Form 

u«-2Au* + B*=0 

zu bringen. Wäre dies möglich, so hätte man 

u Q = A±YA*-B, 



u^VA+Y^-B, ^^(oVA + YÄ^B, u 5 =<d*Va + YÄ*=B, 

us-Va-Y^I}, u^oVa-YÄ^B, ^-n*VA-YjF-B, 

wobei, wie stets in diesem Kapitel 

— l+T/3» 9 — 1— VT* 

ßj — !_1 (0 I = * 

2 ' 2 

gesetzt worden ist. 

Nehmen wir nun die t a gleich den u a mit gleichem Index, so muß 
wegen der Beziehungen der u a zueinander 

t z — <x>t 1} d ^ a^g + a 2 x l + a z x % — cd (o^ + <* 2 # 2 + a 8 ^) 
fe — cd 2 ^ , ' " fl^a + a 2 # 8 + a 1 x 1 — ©'(«^ + ff 2 # 2 + a 8 # 8 ), 

werden, und dies fordert 

«2 = wc^, Oj = coa 2 , c^ == oa 8 , 

tf 8 = CD 2 «!, a x = O 2 ^, ö^ =■ (D 2 «3. 

Die Annahme ^ = 1, cc 2 = co, a 8 = © 2 befriedigt alle Bedingungen. 
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(25) 



«,) (« - tj (m - t 6 ) 



Wir nehmen also 

t 1 — x l + ax t + o , x 3 , t a = x a + tax^ + ro*a^, t 6 = x s + ax s + a i x i , 

m 

t 2 =x t + cox s + ra 2 ff 2 , t^ %*-\- &X\-\- ®*%z> t 6 = x B + (QX 2 -\- ro 2 ^ 
und haben in der Tat 

(u - Q (u — tf 3 ) (u - ^) • (w 

= (U — ^) («i — G)^) (tt — CO 2 ^) • (U — ^) (to — CO^) («i — 03 2 ^) 

-u'-ift + tyut + it^y. 

Die 6 Werte (25) sind demnach Wurzeln der Gleichung 

(26) u"-(f 1 + q)u 3 + (t 1 t i y^0. 

Hier sind noch die Koeffizienten, von denen wir bereits wissen, 
daß sie ganz in c x , c 2 , G, sind, zu berechnen. Man hat 

t 1 -t % = x\ + a?^ + x\ — (x 1 x a + x 2 x s +x s x 1 )^(9cl—6c 2 )— 3c 2 = 9((^ — c^); 

(x* + x* + 4) + 6x % x 2 x 9 + 3ra (x\x 2 + x\x B + x\x^) +3«> 2 (x 1 xl+x 2 xl+x B xl), 
*£ — (#1 + A + *%) + 6^1 ^2^3 + 3cj * (^?^2 + «to + «5*1) + 3© (a? x a?J + # 2 <cf + tfjff 2 ); 
t\ + 1* = 2 (sf + sf + #*) + 12^2^ ~ 3(0}*, + ^«1 + 2^3 + # 2 #i + x\x^ + x^xf) 

-27(2€»-3<^ + <i), 
. und daher wird (26) zu 

(27) w 6 - 27 (2c» - 3^ + c 8 > 3 + 729(cJ - %)*. 

Löst man diese Gleichung nach u* auf, so tritt unter die Quadrat- 
wurzel als Radikand, abgesehen von dem Zahlenfaktor 27 2 , der Ausdruck 

(2c\ - dc t c, + c 9 y+ 4(c 2 - cf) 8 = c* - 6c t c 2 c B + 4cfo+ 4c* - 3c*cf, 

d. h. wie aus D^ des vorigen Paragraphen ersichtlich ist, bis auf einen 
Zahlenfaktor wieder die Diskriminante. 

Bedeutet ^ irgend eine der Wurzeln von (27) und ^ die durch 

daraus bestimmte, so haben wir die drei linearen Gleichungen 
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9(c?^c g ) 
Cg;, f 2 -- -7 



fl/j + x% + #3 — *^l> 

#i + oa; 2 + © 2 # 8 — ^, 
, 2 . 9 ( c ? 
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Dieses System wird auf drei Arten umgewandelt; erstens werden die 
drei Gleichungen addiert, wie die erste vertikale Spalte andeutet; 
zweitens wird zur ersten Gleichung das Produkt aus o 2 in die zweite 
und aus o in die dritte addiert, wie die zweite vertikale Spalte an- 
deutet; drittens wird zur ersten Gleichung das Produkt aus n in die 
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zweite und aus a>* in die dritte addiert, wie die dritte vertikale Spalte 
andeutet. So erhält man die Wurzeln 

^i — Ct + y^i -\ - , 
(28) x i = c l + \< *t 1 + * (c l'- c ' ) ' ) 

^'^Ti^i H * 

Hier ist wieder die Frage, ob dieses System (28) auch nur drei 
Wurzelwerte ergibt. 

Man erkennt sofort, daß wenn man in (28) ^ statt t ± einsetzt, 
jede der Wurzeln unter Vertauschung der beiden letzten Summanden 
in sich selbst übergeht. Substituiert man andererseits ra 2 ^ für t 19 so 
vertauschen sich nur x 1J x % ,x i zyklisch, d. h. sie gehen in x i} x S) x l 
über. Die Formel (28) liefert also trotz ihrer scheinbaren Sechs- 
wertigkeit doch nur drei Wurzeln. 

§ 101. Die Auflösungsmethode des vorigen Paragraphen liefert 
eine lehrreiche Anwendung der Sätze über die Mehrwertigkeit von 
Funktionen <p(x lf x 2 , x z ) dreier Größen x. — Andere Anwendungen 
zeigen sich bei der Transformation der Gleichungen (vgl. § 41). 

I. Sucht man die Gleichung, deren Wurzeln 

Vi — x i + *> V% — x * + x , y* = x z+* 
sind, wo x lt x 2 ,x s als Wurzeln von 

x* — c t x* + c^x — - c 8 =■ 

definiert sein sollen, so wird, wenn die gesuchte Gleichung mit 

if-J'iSf+J'iJf-J's-O 
bezeichnet ist, 

yi-ft + yi + yi «Cx + 3*, 

V% - ftft + y*Vs + VsVi - % + 2qx + 3x 2 , 

Vi — ViViVz = c 8 + c 2* + w* + * 8 ; 

y 8 - (q+ 8*)y»+ fo+ 2^« + 3**)y - (&+ c 2 x + qx 2 + x s ) - 0. 
IL Für die Gleichung mit den Wurzeln 

yi = *Bi> Vi—xstf y%^xx z 
findet man 

y s - c t x • y 2 + Cj* 2 • y - c s x s = 0. 

III. Soll die Gleichung gesucht werden, deren Wurzeln die Summe 
von je zwei Wurzeln der Gleichung in x sind, so wäre 

J/j = X% + #3, y 2 s== X 9 I #l; 2^3 — X± + # 2 
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zu setzen. Dann wird 

yi^yi + yi + y^Zci, 

y* - ViV* + y*y* + y*yi s ^ + A + x l + 8(a^ + x * x t + x i**) 

■* £j + c%> 
Ys — ViViVa — 2x t x 2 x s + {x\x % + x t x\ + x\x z + x^x\ + x\x ± + x z x\) 

sss \ X 1 "T" X 2 i ^S/C^l^l "T" ^1^1 "r *^8*^1/ ^1*^2^8 

= c A c 2 c s ; 

y 8 - 2c x y 2 + (cf + c^y - (qc 2 - c z ) — 0. 

IV. Nehmen wir yi ^-— # 2 , so folgt, weil (#! — # 2 ) e i n © sechs- 
wertige Funktion ist, daß 

Vi = #1 #8> ?8 ~ ^2 ^8* !fe ™* ^8 ^1 J 
^2 =s ^2 ^1 ? yi =s X S ^2J J^6 "™ ^1 ^8 

die Wurzeln der Gleichung in y sein werden. Diese Gleichung ist 
also vom sechsten Grade. Bei ihrer Berechnung verfahren wir so, 
daß zunächst gebildet wird 

(y - Vi)(y - y») - y*- fo - * 8 ) 2 , 
(y - »)(y - sü - y 2 - fe - a*) 2 * 
(y -yh)(y- &) - y 2 - fe - O 2 - 

Diese drei Gleichungen werden dann miteinander multipliziert. Man 
findet, da 

Ol — ^) 2 + 0*1 — #s) 2 + fa - #l) 2 — 2C 1 - 6C 2> 

(x ± - # 2 ) 2 (^ - x z y + (x x - x 2 y {x z - ^) 2 + (x % - # 3 ) 2 (# 8 - x x y 

.- cj - 6c|c 2 + 9(|, 
(^ 1 -^ 2 ) 2 (^-^3) 2 (^3-a: 1 ) 2 = ^ = 4^c 8 ~^^~18q^C3+4^ + 27^ 
ist, die Gleichung 

y 6 - (2c 2 - 6c 2 )y* + (c* - 6^ 2 + 9c|)y 2 

- (4^-33 - 18^^^3+4^+27^) = 0. 

Es ist klar, daß wenn man y x = qpfo, # 2 > ^s) zur Wurzel einer 
Gleichung mit rationalen Koeffizienten macht, der Grad der gesuchten 
Gleichung in y gleich der Anzahl der Werte von q> gemacht werden kann. 

§ 102. Wir haben in § 88 die Ableitung f(x) der ganzen 
Funktion f(x) durch den Grenzübergang 

f {x) _ um to> + *-M> 
<r=o ° 

definiert und gezeigt, daß jeder Summand a x x^ in f(x) den Summanden 
Aa^a^" 1 in f\x) hervorruft. Für die Funktion dritten Grades 

f(x) — x* — SCiX* + 3cg x — c s 
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wird hiernach 

fix) = 3(# 2 — 2<^x — c 8 ). 

Repräsentieren wir y - fla?) durch eine Kurve, dann gibt f(x) 
das Steigungsmaß der Tangente in dem zur Abscisse gehörigen Punkte. 
Ist fix) > 0, so wächst y mit wachsendem x; ist fix) < 0, so nimmt y 
mit wachsendem x ab. Den Übergang von Stellen des ersten zu 
solchen der zweiten Art bilden die Stellen, die zu den Wurzeln von 

f{x) — S(a?-2c l x + c % ) - 
gehören, also zu den Abscissen 

Si — «i-V*! — <i> Sf — *t + V<S — V 
Sind diese Werte nicht reell, so gibt es natürlich im Bereiche der 
reellen Größen keine Stellen, in denen das Wachsen von y ins Ab- 
nehmen überginge oder umgekehrt, und da für x =■ — <x> und x *= + oo 
die Werte von /"(#) positiv sind, so folgt: Ist sgn (c\ — c^) = — 1, 
dann steigt die Kurve y = # 8 — 3c 1 # 2 + 3c a x — c 8 stets; ist da- 
gegen sgn (^ — c 2 ) = + 1? dann steigt die Kurve von # — — oo 
bis zu |j und von | 2 bis + oo, fällt dagegen zwischen | x 
und £ 8 . 

Man erkennt sofort, daß fix) — nur dann drei reelle Wurzeln 
hat, wenn erstens c\ — c % > ist, wenn zweitens /"(j^) > 0, und wenn 
drittens /*(| 8 ) < wird. Nun findet man 

fikt) - ( c i ± V^T 1 ^) 8 - 3* fe iV^ 1 ^) 8 + 3c, fe ± j/cf^) - ^ 

- - (2c» - 3«^ + c,) T 2(cf - ^l/cf^; 

dieser Ausdruck nimmt das Vorzeichen der Quadratwurzel an, d. h. 
unsere Bedingungen f(^ t ) > 0, /"(gg) < werden erfüllt sein, wenn 

(29) (2^_3c 1 c 8 + c 8 ) s +4(c s -cf) 8 <0 

ist. In dieser Bedingung ist offensichtlich die oben aufgestellte 

cf — c 3 > schon enthalten. Folglich gibt, wie ja auch schon früher 

gezeigt wurde, (29) die Bedingung für die Existenz von drei reellen Wurzeln. 

§ 103. Bezeichnen wir die drei Wurzeln der kubischen Gleichung 

fix) ==x*-~ 3c t x* + 3cg# — c s — 

mit x 1 ,x %9 x S9 so können wir setzen 

f(x) ==(x — x t ) {x — x 2 ) (x — x 9 ). 

Hiernach würde man für die Ableitung f(x) die Gestalt erlangen 

f( x \ „ ii m ( x ~ x i + 9 ) (* — x % + *) ( x ~ x * + *) — f(x) 
cT=o * 

= lim fW + *tt x -**X x -*J + --1 + fto 

(30) f(x) = (x - # 2 ) (a? - x B ) + (x - x t ) (x - x 3 ) + (x - x t ) (x — x 2 ). 
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Aus dieser Darstellung können wir folgendes ersehen: Ist x x eine 
einfache Wurzel von f(x) = 0, dann ist es keine Wurzel von f{x) = 0; 
denn man hat 

f Oi) - Oi ~ # 2 ) Oi - # 8 ) 4= 0. 

Ist x x eine Doppel wurzel von f(x) = und etwa x t = x % und x^x %y 
dann ist x t eine einfache Wurzel von f(x) = 0; denn man hat 

f{x) = (x — x 1 )[2(x — x z ) + - x i)~\> 

und die eckige Klammer verschwindet nicht mehr für x = x t . Ist 
x ± eine dreifache Wurzel von f(x) =* 0, also x t = # 2 —» # 8 , dann ist es 
eine zweifache Wurzel von 

f(x)^i(x-x 1 y^o. 

Wir können, diese Resultate zusammenfassend, sagen: Jede Wurzel 
von /*(#) = ist Wurzel von f{pc) = in einer um eine Ein- 
heit geringeren Multiplizität. 

Hat also f(x) = eine mehrfache, d. h. zwei- oder dreifache 
Wurzel, so kann man diese dadurch bestimmen, daß man den größten 
gemeinsamen Teiler von f(x) und von f'(x) gleich Null setzt. Re- 
duziert sich dieser größte gemeinsame Teiler auf eine Eonstante, dann 
hat f(x) = keine mehrfache Wurzel. 

Aus (30) folgt weiter 

f (#J = (x t — x 2 ) (x x — # 3 ), f (x 2 ) = (x 2 — #i)Oa — %$)> 

f Os) ^ Os x i) (ps ""* ^2) 5 
(31) f &)/"(*,) f(* s ) - - fa-xtfix, - xj\x, -x,y--j- D„ 

sodaß die Diskriminante hierdurch in Beziehung zu der Ableitung ge- 
setzt wird (vgl. § 43, (17 b ) S. 77). 

§ 104. Die Berechnung einer mehrfachen Wurzel der kubischen 
Gleichung f(x) = ist durch die eben angestellten Betrachtungen 
auf die Bestimmung des größten gemeinsamen Teilers von f(x) und 
fix) zurückgeführt worden. Ob aber ein solcher, von einer Konstante 
verschiedener gemeinsamer Teiler besteht, das läßt sich, wie wir 
zeigen wollen, entscheiden, ohne daß man den bekannten Divisions- 
algorithmus durchführt, der zur Bestimmung des Teilers führt. 

Wir behandeln die Frage: wann hat eine ganze Funktion dritten 
Grades einen gemeinsamen Teiler mit einer Funktion ersten, zweiten 
und dritten Grades? oder auch: wann haben die entsprechenden Glei- 
chungen mindestens eine gemeinsame Wurzel? 

Im ersten Falle seien 

c x s + c^x* + c 2 x -f c 9 « und a x + <h — 

gegeben. Setzt man x = L in die erste Gleichung ein, dann folgt 

als charakteristische Bedingung 
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Im zweiten Falle seien die Gleichungen 

(33) c x* + c t x* + c^# + c s = und a # 2 + a t a; + o* — 
gegeben. Haben beide eine gemeinsame Wurzel, so hat die Gleichung 

a o 0i)# 8 + t^z* + c^x + c 8 ) — c x(a t x* + a x x + a s ) 

dieselbe Wurzel; und haben umgekehrt die beiden Gleichungen 

(33 a ) (a Ci — a x c )a; 2 + (a C2 — o,c )a; + a c 8 =0 und ao^ + V + flj^O 

eine solche gemeinsame Wurzel, dann ist diese gleichzeitig auch eine 
Wurzel der Gleichung 

COo^i - <h c *) x * + K*2 - <h<>o) x + a o°9] + c o x ( a o x * + a i x + «i) 

und also auch der vorgelegten Gleichung dritten Grades. Wir brauchen 
daher nur festzustellen, wann die beiden quadratischen Gleichungen 
(33 ft ) eine gemeinsame Wurzel besitzen. In § 80, (32) S. 131 haben 
wir dafür das fertige Resultat: je nachdem 
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verschwindet oder nicht verschwindet, haben die Gleichungen (33*) 
und also auch (33) eine gemeinsame Wurzel oder nicht. Diese Be- 
dingung läßt sich umgestalten. Die Determinante ist, abgesehen von 
dem neu hinzutretenden indifferenten Faktor a , gleich 
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addiert man die mit c multiplizierte dritte Zeile zur ersten und die 
mit c multiplizierte vierte zur zweiten, und zieht dann den Faktor 
a\, der weggelassen werden darf, da a + ist, heraus, so hat man 
als charakteristische Bedingung für die Existenz einer ge- 
meinsamen Wurzel der Gleichungen (33) das Verschwinden von 
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(84) 
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Der dritte Fall 

(35) c x* + c 1 x 9 + c % x + Cg — 0, ö^r* + ^äj 2 + a 2 # + a 8 =»■ 
läßt sich mit Hilfe von 

a o( C 0* 8 + C l# 2 + <k X + <*) ~ ^oK^ 8 + a i X * + a 2 X + a &) 

auf den zweiten zurückführen. Hier ist die charakteristische De- 
terminante 
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Das Verschwinden der letzten Determinante ist dem- 
nach charakteristisch dafür, daß die beiden Gleichungen (35) 
eine gemeinsame Wurzel haben. 

§ 105. Der zur Ableitung unserer Resultate bisher eingeschlagene 
Gang läßt sich ohne Änderung weiter fortsetzen. So kommt man zu 
dem allgemeinen Theoreme: Sind 

fix) = c x m + c L x m - l + • • - + c m = 
g(x)= a x n + a^»- 1 H + a n -0 
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zwei Gleichungen vom m ten und vom n^ n Grade, so haben sie 
dann und nur dann mindestens eine gemeinsame Wurzel, 
wenn die Determinante (m + n)^ a Grades 



(36) 
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f,9 



c o 


«1 


v 





Co 


c x --- 
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»0 


«i 


a% •■ • 





«0 


<v- 








a ••• 



n Zeilen 



m Zeilen 



verschwindet. R f „ heißt die Resultante der beiden Glei- 
chungen /*= 0, g = 0. 

Betrachten wir nun wieder insbesondere 

f(x) — c #* — 3qa; 2 + 3c a # — c 8 = 0, 

\f'{x) — e #* — 2^ + c 2 — 

und stellen die Resultante dieser beiden Funktionen auf, so ändern 
wir ihren Wert nicht, wenn wir die Vorzeichen der zweiten und der 
vierten Zeile und dann die der zweiten und der vierten Spalte in 
ihre entgegengesetzten verwandeln. Dadurch entsteht 
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3cj 


3c, 


c 8 
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3c t 


3c, 


c s 
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c a i 



Subtrahieren wir hierin von der ersten Zeile die dritte und von der 
zweiten die vierte, dann verwandelt sich gemäß § 77, S. 120 die 
Determinante fünften Grades in eine solche vierten Grades, die mit 
c multipliziert ist. Den von Null verschiedenen Faktor c , der für 
das Verschwinden der Determinante bedeutungslos ist, können wir 
unterdrücken und erhalten als charakteristische Bedingung dafür, daß 

c # 8 — 3^0?*+ 3<^# — c 8 = 

eine mehrfache Wurzel besitzt, das Verschwinden von. 
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2c t 
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Cl 
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Cs 



Es ist dies dieselbe Funktion, die wir schon § 95, (16 a ) S. 155 kennen 
gelernt und als Diskriminante der kubischen Gleichung bezeichnet haben. 
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§ 106. Im § 93 S. 151 haben wir gesehen, daß die Gleichung 

ar>-3a#-2& = 

bei negativem (b 2 — a 8 ) drei reelle Wurzeln besitzt. Diese treten in 
der Form 

*.-a>»fo+VSrry+ — ±_= = (*- 1,2,3) 

auf. Bei ihrer Berechnung muß man wegen des Auftretens einer 
Quadratwurzel aus einem negativen Werte das Gebiet der reellen 
Größen verlassen und durch das Gebiet der komplexen Zahlen hin- 
durchgehen. Das erscheint als ein Umweg, der besser vermieden 
würde; aber es läßt sich nachweisen, daß es keine Form der alge- 
braischen Lösung gibt, die nur auf reellem Gebiete operiert. Da- 
gegen kann die obige Gleichung mit Hilfe goniometrischer Funk- 
tionen gelöst werden, ohne daß man das reelle Gebiet verließe. 
Da sgn (a 8 — & 2 ) = 1 ist, so kann man 

a 8 — b 2 = q* sin 2 fr, b = q cos fr 
setzen und findet aus diesen Gleichungen 

(37) Q-V**, *> 8 »-^ (sgnl/^ = + l); 



q wird reell, weil wegen a 8 — b 2 > die Größe a positiv ist. Durch 
Einsetzen der erhaltenen Werte wandelt sich die kubische Gleichung in 

2_ 

x z — 3q* • x*=2q oo&fr 

um. Setzt man weiter hierin 

i 

x = 2p 8 • u = 2]/ä-M 
und dividiert das Resultat durch q, so entsteht 

4w 3 — 3m = cos fr. 
Mit dieser Gleichung vergleichen wir die goniometrische Formel 

4cos 3 -z — 3 cos — = cos fr, 

6 o 

welche auch die Gestalten annehmen kann 



A o# + 2« #+2* - 

4 cos 8 — L 5 3 cos — l - — = cos fr, 

4*fr -\- 4t7t fr -f- ±1t - 

cos 8 — 4 3 cos — l — — cos fr. 

o 5 

Dieser Vergleich liefert dann die drei Wurzeln 

x t =2 Yä cos y, 

x % — 2)/acos 3 * , (sgn]/a — + l) 

# 8 = 2yacos— ^ — ; 
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hierdurch ist die Lösung auf die Dreiteilung des Winkels fr zu- 
rückgeführt worden. 

§ 107. Ist &*- a 8 > 0, dann hat 

f{x) = x*-$ax--2b = 

nur eine reelle Wurzel. In diesem Falle gibt sgn b die Entscheidung 
darüber, ob die Wurzel positiv oder negativ ist. Denn man hat 

sgn f(— <x>) = - 1, sgn f(0) = — sgn b, sgn f(po) = + 1 . 

Ist also b positiv, dann liegt eine ungerade Anzahl von reellen Wurzeln 
zwischen und cx>; das kann hier nur die eine reelle Wurzel sein; 
ist b negativ, dann liegt sie zwischen und — <x>. 

Den Fall 6 2 — a 8 <0, in welchem alle drei Wurzeln reell sind, 
kann man nicht in gleicher Weise behandeln. Es gilt bei b > 
zwar auch der Satz, daß eine ungerade Anzahl von Wurzeln zwischen 
und oo liegt, aber das kann eine, oder es können drei Wurzeln sein. 
Hier führt (37) zur Entscheidung über das Vorzeichen der Wurzeln. 

Die Formel (37) zeigt, daß bei b > auch cos fr > ist, daß 

also fr zwischen — — und + — liegt. Dann liegt 

<fr . <■ 11 ■• Tt 

— zwischen — - und -^- f 

3 6 o 7 

<fr4-2« Sit , bn 

"HT" » T und T> 



T und T? 



v 



es ist deshalb 



sgn x x — sgn cos y — + 1, 
sgn x 2 = sgn cos — -- — - = — 1 , 

<fr + 4*t i 

sgn x 9 = sgn cos — ^ — = — 1, 

d. h. bei b > 0, 6 2 < a 8 hat f(x) = eine positive und zwei ne- 
gative Wurzeln. 

irr 

Ist dagegen b < und also cos fr < 0, so liegt fr zwischen y 
und ~r~ und 

«fr .•• TT i 3 5t 

— zwischen — und -r-, 

# + 2» Ott , In 

— «— » T und 1"' 

-fr + 47T 9?r j 11« 

s - » T und T5 
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und es ist infolge dessen 

sgn x x — sgn cos y — + 1, 

sgn x % = sgn cos — x - — — — l ; 

sgn x z — sgn cos — ^ — — + 1 . 

Bei b < ; 6* < a s ; d. h. bei sgn & — — 1, sgn (&* — a 3 ) — — 1, hat 
f(oo)=^0 zwei positive und eine negative Wurzel. Die ent- 
sprechenden Untersuchungen für die allgemeinere Form der kubischen 
Gleichung 

# 8 — c t x* + c^ -«8 = 

werden wir erst im folgenden Kapitel durchführen können. 



Achtes Kapitel. 

Die Gleichungen vierten Grades. 

§ 108. Bei den Gleichungen dritten Grades folgt aus Stetig- 
keitsbetrachtungen leicht die Existenz einer reellen Gleichungswurzel 
und daraus durch Dividieren des Polynoms mit dem zugehörigen 
Wurzelfaktor die Existenz zweier weiteren Wurzeln, die reell oder 
konjugiert komplex werden, falls die kubische Gleichung reelle Koeffi- 
zienten besitzt. Bei den Gleichungen vierten Grades oder den bi- 
quadratischen Gleichungen führen uns ähnliche Schlüsse zum Ziele, 
wenn der letzte Summand in 

f(x) = #* + <i# 8 + Ci% 2 + %% + c 4 = 
das negative Vorzeichen besitzt. Denn dann wird für 

x = -f- <x>, 0, — oo, 

*g*f(*)-+ 1, -1, +1, 

sodaß die Gleichung f = also bei reellen Koeffizienten eine positive 
und eine negative Wurzel besitzt. 

Die Benutzung der Stetigkeitsbetrachtungen führt in gleicher 
Weise zu folgenden Resultaten: Die Gleichung mit reellen Koeffi- 
zienten 

a? + ^of- 1 + c % x n ~* H h c u _ ± x + c n = 

hat sicher eine reelle Wurzel, wenn n ungerade ist; und 
sicher eine positive und eine negative, wenn n gerade und 
sgnc n = — 1 ist. 

Ist dagegen sgn c n = + 1, dann versagen diese Schlüsse. So können 
wir auch über die Gleichung vierten Grades allgemein noch nichts 
hinsichtlich der Wurzelexistenz behaupten. Aber hier läßt sich noch 
durch wirkliche Lösung der Gleichung das Ziel erreichen. Auch bei 
den Gleichungen fünften Grades kann man durch Verwendung der 
Stetigkeit und dann durch Reduktion mittels der Division durch 
einen Wurzelfaktor zeigen, daß fünf Wurzeln vorhanden sind. Bei 
den Gleichungen sechsten Grades werden dagegen diese elementaren 
Mittel versagen. Hier sind andere Prinzipien anzuwenden. 
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§ 109, Die Lösung der Gleichung 

(1) arr 4 + 46a? 8 + Sex 2 + 4tdx + e - 

kann ohne weiteres auf die einer etwas einfacher geformten Gleichung 
reduziert werden, wenn man durch a dividiert und dann wie in § 89 
S. 146 

setzt. Dabei entsteht die reduzierte Gleichung 

(2) S± + 6c 2 £ 2 + 4 C3 £ + * 4 = 0, 

— ac ~~ b * _ a * d — 8a&c+ 2& 8 __ q 8 e — 4a 8 5ri -f 6ab 8 c — 3 6 4 

Wir knüpfen unsere erste Lösungsmethode direkt an (1) an; sie 
soll darauf beruhen, daß man das Gleichungspolynom (1) in zwei 
quadratische Faktoren zerlegt 

(3) atf + 46a? 8 + 6cx 2 + 4dx + e = a(x 2 + 2px + q) (x 2 + 2p ± x + q x ). 
Dafür müssen die folgenden Gleichungen erfüllt werden 

P+ft-2 — , Pffi+ft«-2 — , 

W . c 

Q + ffi + ±PPi - 6— , gft - -• 

Aus der dritten dieser Gleichungen ergibt sich 

c 1 / . 2c\ 

diesen Wert wollen wir als Unbekannte ansehen, ihn mit 
(4») ß -±-. pPl -±(q + qi -%) 

bezeichnen und zu berechnen suchen. Es ist 

p* + p\ = (p +PiY - ZpPt = 2 * + 2**^, 

(Pft-Aa) 1 -" Offi+i»!?)*— 4j»A«8i- 4^j + 4(« - •£)-£, 

02 + 2>i&)*-= [(F+i>i)(2 + «i) - (P2i+Pi«)] 2 = ( 8 ^ + 2? -!?--■) • 
Setzen wir diese Werte in die Identität 

(P 2 +1>D fe 2 + 2i) = (P2i - Pi«) 2 + 0>« + PiQiY 
ein, dann entsteht 

4aV - a(ac + 3c 2 - Uct)e + (ace + 2bcd - ad? - Ve - <?) = 0. 

Für die beiden letzten auftretenden Koeffizienten, welche eine wichtige 
Rolle spielen, führen wir Abkürzungen ein 

Netto, Elementare Algebra 12 
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/rN 1 = ae — 4bd + 3c 2 , 

(5) ' 

J ' = ace + 2bcd — ad? — eb 2 — c 8 , 
sodaß die Gleichung für z 

(6) 4a 9 z d -aIz + J^0 

wird. Diese Gleichung heißt die kubische Resolvente von (1). 

Hat man durch Lösung von (6) einen Wert von z bestimmt, 
dann liefern die beiden Gleichungssysteme, die auf quadratische Glei- 
chungen führen, 

P + Pi = 2 T und 2 + 2i = 4 * + T 

die gesuchte Zerlegung (3) und damit die vier Wurzeln x v x 2} x s ,x 4 
von (1). 

Der Grund, aus welchem die Gleichung (6) vom dritten Grade 
wird, liegt im folgenden. Es ist 

(3) zeigt, daß (— 2p) die Summe zweier Wurzeln von (1) und (— 2p x ) 
die Summe der beiden anderen ist. Auf dreierlei Arten ist aber 
allein eine solche Zerteilung möglich 

(4 b ) App x - (x x + x 9 ) (x 3 + x A ), fa + zjfa + xj, (x x + zj (x 2 + x B ). 

Sind zwei Wurzeln x a einander gleich, dann fallen zwei der drei 
Werte von pp t oder von z zusammen; wenn umgekehrt etwa 

(x x + x 2 ) (x s + x A ) — (x x + x 3 ) (x 2 + x±) 

ist, dann folgt daraus 

(x 1 Xj) (x 2 x 9 ) = 0, 

sodaß auch zwei der x a einander gleich werden. Folglich muß das 
Verschwinden der Diskriminante von (6) die charakteristische Be- 
dingung für die Gleichheit von Wurzeln der Gleichung (1) sein. 
Diese Diskriminante ist nach § 99 S. 163 

(7) 16a 6 (27J 2 -P); 

ist dieser Ausdruck positiv, dann hat (6) nur eine reelle Wurzel; ist 
er negativ, dann sind alle drei Wurzeln von (6) reell. 

§ 110. Eine andere Methode für die Lösung der biquadratischen 
Gleichung knüpft an die reduzierte Form 

(2) 5 4 + 6a 2 + 4* 8 g + C4 = 

an und geht so vor, daß statt der Unbekannten § eine Summe von 
drei zunächst unbestimmten Summanden 

£ = s + t + u 
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gesetzt wird. Daraus folgt 

|* — (s 8 + P + «*) = 2(st + tu + us), 
| 4 - 2(s*+ t*+ w 2 )|* + (s» + t*+ «*)' = 4(s»tf» + <V+ «V) + 8stu£, 
| 4 - 2 (s 8 + 1*+ «*) I»- 8stut + [(«»+ <*+ w») 2 - 4(s»**+ *V+ «»s»)] - 0. 

Diese letzte Gleichung können wir dadurch mit (2) identifizieren, daß 
wir setzen 

s* + t* + u' 3cg, 

(s* + t 2 + u 2 ) 2 - 4(s 2 * 2 + t*u 2 + u 2 s*) - c 4 . 

Aas diesen Bedingungen folgt zur Bestimmung der drei Größen s,t,u 

s 2 + t 2 + u 2 = -Sc i , 

(8) sH* + t 2 u 2 + u 2 s 2 - i (9 4 - cj, 

Dabei ist aber wohl zu beachten, daß die letzte Gleichung in (8) 
nicht mit der mittleren des vorhergehenden Systems 

(9) stu — - \c z 

identisch ist; denn aus jener folgt nicht nur (9), sondern auch 

stu = + ±c s . 

Das System (8) zeigt, daß s 2 , t 2 7 u 2 die Wurzeln der kubischen 
Gleichung 

(10) v* + 3c,v 2 + i(9cj - cjv - icf - 
sind. Setzt man 

v =» w — c 3 , 
so ergibt sich 

(10-) ±w* - (3c 2 + cj* + (c*c 4 + c| - 4) - 0; 

macht man für die c x die Substitutionen (2), um auf die allgemeine 
Gleichungsform zurückzukommen, dann entsteht wieder die kubische 
Resolvente 

(6) 4a*w*-alw + J=0. 

Aus diesem Umstände kann man auch die Bedeutung von s, t, u 
erkennen. Es ist 

v = w — Ci = z — ^ = (c,— PPx) — C2 = —PPi 

und da die Summe aller Wurzeln 2^ + £ 2 + § 8 + £ 4 = ist, 

und also, da v =- s 2 , tf 2 , w 2 ist, 

^ - ± Kfe + fc), * = ± i(€i + fa), M - ± Kfe + Ü- 

In der Tat ist 

12* 
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Si - KSi + 8.) + i& + «,) + i(fe + W 

«•- iÄ+W-idi + W-iÄ + ü, 
6s = - ißt + 8.) + i& + «,) - Kfe + ld, 
S* = - KSi+l») - Kti+I») + Kti + Ü. 

Die Wurzeln der Gleichung (10) mögen v 1; t? 2 , v s heißen. Dann 
stehen für die 5, t, u die sechs Werte 

±V*> ±Vv*, ±V% 
zur Verfügung. Dabei sind aber s, t, u der Bedingung (9) unter- 
worfen, sodaß nicht alle drei Vorzeichen der Wurzeln willkürlich ge- 
wählt werden dürfen. Es ist deshalb besser 

u = 8 



28t 

zu setzen. Hiernach ergibt sich für die Wurzeln der Gleichung 

4> 



^ - -- V*i -- V«£ - 



C 8 



Offenbar ändert sich der Komplex dieser Werte nicht, wenn statt 
der v 19 v 2 andere Werte von v substituiert werden. 

§ 111. Die Bedeutung der kubischen Resolvente für die bi- 
quadratische Gleichung wird durch folgende Betrachtungen erkannt. 

Es ist nach (4 a ), (4 b ) 

*i = TT - \(?i + **)(** + O; 
** - ~ - T^i + *•)(*« + O, 

** Ä T ~ ifa + **) (^ + *»)• 

Sind alle vier # a reell, so sind auch die z 19 & 2f # 8 reell. — Sind alle 
vier x a komplex 

x ± =- a + /3i, # 2 = a — /h # , # 8 = y + <H, # 4 = y — ii 9 

dann erhält man 

*i Ä T " "?> 






*3 
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Also auch hier sind alle z reell. — Sind zwei der x a reell, die andern 
konjugiert komplex, so setzen wir zuerst 

#! = (*, x 2 = ß; x 3 = y + Si } x t = y — di (a + /3), 
dann wird 

^-T-T^ + yW+rt-T^ + TG 8 -«)*- 

Hier also sind zwei Wurzeln der kubischen Resolvente konjugiert 
komplex, die dritte ist komplex. Ist dagegen 

x 1 = a, x 2 = a, x B = y + äi, x± = y = di, 

dann werden %, # 2 , jer s reell sein. 

Hat die kubische Resolvente nur reelle Wurzeln, dann 
sind die Wurzeln der biquadratischen Gleichung entweder 
sämtlich reell oder sämtlich komplex oder zwei sind kon- 
jugiert komplex und die beiden andern reell und einander 
gleich. Hat die kubische Resolvente nur eine reelle Wurzel, 
dann sind zwei der Wurzeln der biquadratischen Gleichung 
konjugiert komplex und die beiden andern reell und ungleich. 

Ferner haben wir am Schlüsse von § 109 schon gesehen: Hat 
die biquadratische Gleichung gleiche Wurzeln, dann hat auch 
ihre kubische Resolvente gleiche Wurzeln und umgekehrt. 

Hat die biquadratische Gleichung drei gleiche Wurzeln, dann 
folgt aus den Formeln zu Beginn dieses Paragraphen z 1 — z 2 a== z Z} und 
da z x + z 2 + £ 8 = ist, ^ = ;8r 2 = jar 3 = und daher /= 0, J"= 0. 
Ist umgekehrt 2 = 0, J=0, also e t = z 2 = z z = 0, dann folgt aus 
jenen Formeln wie auf S. 178 

Oi - *%) 0»— x d = °> Oi — «s) Oi - **) ** °> Oi — **) 0» — s«) *= 0, 

und diese Gleichungen fordern, daß drei Wurzeln x a einander gleich 
werden. Hat die biquadratische Gleichung drei gleiche Wur- 
zeln, dann ist 2=0, J"=0 und umgekehrt. 

§ 112. Eine andere, dritte Methode, die Gleichung 

(3) & + 6ctX* + 4c 8 # + c 4 = 

aufzulösen, ist die, durch passend gewählte Eonstanten x und k der 
Transformation 

(13) x = xy + X 
die neue Gleichung 

(14) *V + 4A*Y + 6(A 3 + c,)*y + 4(A 3 + 3c 2 k + c,)xy 

+ (A 4 + 6<^ 2 + 4c3A + c 4 ) = 
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zu einer reziproken zu machen (§ 82, S. 134). Dazu müssen die 
beiden Bedingungen 

x' =* X A + 6^1* + 4c,l + c A , 

x *A = (A 8 + 3ciA + C3)x 
erfüllt sein. Bestimmt man x aus der zweiten 

(15) x * Ä i 8 jtifd±^ 

so ergibt die erste 

(A 8 + 3c 2 k + c s ) 2 - k* + 6c 2 A 4 + 4c 8 A 8 + c 4 A 2 , 
d.h. 

(16) - 2C3A 8 + (9<$ - c A )k* + 6cgC 8 A + c\ - 0. 

Jetzt bestimmen (15) und (16) die Transformationsformel (13); durch 
sie wird aus (14) gewonnen 

xV + 4Axy + 6(A 2 + <fc)*Y + 4Ax 8 y + * 4 = 0, 
x 4 (^ + 1) + 4Ax% 8 + y) + 6(A« + c 2 )y* = 0, 

* 4 ( y * + £) + 4Ax8 ( y + 7) + 6(A2 + ^ = °' 
Setzt man hierin 

so entsteht die Gleichung 

xV + 4x 8 ;U + (6A* + 6c, - 2x 4 ) - 0, 

aus der z und dann mittels 

y* — *3/ + 1 — 
1/ berechnet werden kann. 

Setzen wir in (16) X = —, — - — r , dann entsteht 

4m; 8 - (3cf + c 4 )w + fac 4 - cf - cj) - 0; 

der Vergleich mit (10 a ) zeigt nun, daß w mit w übereinstimmt. 
Wir haben also in (16) nur eine andere Form der kubischen Re- 
solvente. 

Es wird daher wie in den früheren Lösungen so auch hier der 
erste Schritt der sein, daß man die Wurzeln der kubischen Resolvente 
bestimmt; und bei dieser Bestimmung tritt als erste Operation die 
Ausziehung der Wurzel auf 

yi*- 27 J 2 = ^y5- 

Man kann ohne Schwierigkeiten die Koeffizienten x und k in 
(13) durch die Wurzeln x u x 2 , x S) x± ausdrücken, falls man die Eigen- 
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schaft der transformierten Gleichung, reziprok zu sein, in Erwägung 
zieht. Es ist nämlich, wenn ihre Wurzeln 

Vi > y% — y > Vs> v* — tt 

gesetzt werden, wegen (13) 

#i = xj/i + A, x % = *'v + *> Vs^nys + l, %* = *' — + *; 
** — («i — A) (x 2 — X) — (# 3 - A) (# 4 — A); 

Ayflsi r X 2 ~~ X§ %4J =s X^X 2 — X$X± 7 
2 __ ®\%* x s x t 



X± "f" X t X*' ^4, 



x 2 = (Vi — afc) fo — x 4 ) • fo» — a? s ) fa — * 4 ) . 

\X\ ~T ^8 ^S #4) 

2 = fa — ^a) foi — ^4) 2 = fa — ^a) fa — ^4) ^2 = fa — *i) fa — as, ) 

yi (Xt — Xt) {Xt — x±)> V* (x 1 —x s )(x 1 —x 4 )' ™ (Xt — xj (x A — xj' 

4/2 __ (^4 ^l) (^4 X t) m 

y* (x s — x x ) (x 9 —xj' 

§ 113. Wir wissen nun, daß jede Gleichung vierten Grades 

o£. — a t x s + a^x* — a 9 x + a 4 = 

vier Wurzeln besitzt; wenn wir diese mit x x , x i9 x zy x± bezeichnen, 
können wir nach § 91, S. 149 für das Gleichungspolynom 

#*— a 1 x*+ a 2 x*—a 3 x+a±=(x — x t ) (x — x 2 ) (x — x s ) (x — x A ) 

=0? — (x t + x 2 + x s + x A )x? 

\ \X±X 2 -p X^X^-f- X^^-f- X 2 X^-f- X 2 X^-\- X^X^J X 

\x x x 2 x^ -f- x t x 2 x± -\- x x x^x± -\- x 2 x^x A )x 

1 x x x 2 x§x± 

setzen. Durch Vergleichung der beiden Seiten finden wir die Be- 
ziehungen 

Xi T~ X% + X§ + X± = ö^ , 

x t x 2 + #1^3 + • • • + x^x^ = a 2 , 
x±x 2 x§ + • • • + x 2 x 9 x± = ü 9) 

1 2 8 4 == 4 * 

Wir sind so zu den einwertigen oder symmetrischen Punktionen 
der vier Größen x a geführt. Die linken Seiten von (17) sind durch die 
elementaren symmetrischen Funktionen gebildet. Neben ihnen 
stehen als besonders wichtig die Potenz summen der Wurzeln 

(18) s^xi + xi + xi + xl (A = 0, 1,2,...). 

Die s x sind ganz und rational durch die elementaren symmetrischen 
Funktionen a 1} a 2 , a 3 , a 4 darstellbar. Am einfachsten zeigt dies die 
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Methode aus § 39, S. 70, indem man einmal 



X ~~~ X* X ~~ ~* X» X %I7« «*7 wj 

auf gleichen Nenner bringt, einmal jeden einzelnen der vier Brüche 
nach abnehmenden Potenzen von x entwickelt. Setzt man beide Re- 
sultate einander gleich, so entsteht 

±x* — Sa t x* + 2a t x — a t = ^ . 3 i i? i j??_ _i . 
x* — a 1 x 8 + a % x* — a 8 aj + a 4 . x "*" x x ' # 8 "*" x* "■" 

Führt man die Division auch links durch, dann hat man den Beweis 
des ausgesprochenen Satzes. Man findet für die ersten s x (vgl. S. 158) 

So = 4, 



^»i; 



(18*) 



*>2 ÄS a i — " ^2 > 

5 8 — a i "" 3 «1«2 + 3a 3? 

s 4 = a i ~" 4afa 2 + 4^0^ + 2a| — 4a 4 , 

8 ß = a\ — 5aja 8 + 5a|a 3 + 5a x a| — 5a t a 4 — 5a 2 a s , 

Weiter kann man nachweisen, daß jede ganze symmetrische 
Funktion der x x rational und ganz in den s und also nach dem so- 
eben Bewiesenen auch in den a ly a 2 , a 8 , a 4 ist. Ist nämlich 
F(x 1} x 2 , $ B , Xj) symmetrisch und enthält es einen Summanden c • x\, 
so enthält es wegen der Symmetrie 

c • (4 + 4 + 4 + 4) = c • s k , 

und dafür ist der Beweis geliefert. Enthält F einen Summanden 
c • #*#* mit ß + ^; dann enthält es 

c • (x\x l 2 + 44 + 44 + • • • + 4«] + 44) = c • (* 4 ^ - s A+ J; 

also auch dafür ist der Beweis geliefert. Bei Je = l erhält man 

c • (^^ + 44 + • • • + 4^) - ¥ c * (** ~ 5 2 *)• 

Enthält F einen Summanden c • &x\x m mit ß 4= & + m > dann ent- 
hält es 

für & = l ergibt sich, wenn m=^Jc 9 l ist, 

c • (44^ + • • • + ^44) - \e • (s£s m - s 2k s m - 2 v* +m + 2s 2k+ J; 
und für jfc = ü = m wird 

c • (444 + • • • + x k 2 xlxl) = je • («» - 8 v» + 2* 84 ). 
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m 

Alles dies wird durch leichte Rechnungen bestätigt. Enthält endlich 
F einen Summanden c • o^xloif n x n i bei dem n < &, l, m sein soll, 
dann ist 

sodaß dieser Fall auf einen der früheren zurückgeführt wird. 

Damit ist vollständig bewiesen: Jede ganze symmetrische 
Punktion von x 19 x 2 , x zy x± ist als ganze symmetrische Funk- 
tion von a 1} a 27 a 8 , a 4 darstellbar. 

§ 114. Außer den symmetrischen oder einwertigen Funktionen 
gibt es noch mehrwertige. Die Existenz von zweiwertigen und 
insbesondere von alternierenden Funktionen ist bereits in § 98 
S. 160 ff. dargetan. Als einfachste alternierende Funktion haben wir 

(19) Y^ = (x 9 — x t ) (x B - x ± ) (x A - x ± ) (x 3 — x % ) (# 4 - x 2 ) fa - # 8 ); 

z/ selbst ist symmetrisch. Die direkte Berechnung dieser Funktion 
ist umständlich. Wir nehmen für sie, zum Zwecke einfacherer Be- 
rechnung, die kubische Resolvente mit den Wurzeln 

H - -5- - t(*i + ^)(*i + *i)> 

h Ä -J - 4~Oi + x d O2 + x *) 
zu Hilfe. Aus diesen Gleichungen folgt 

4 0i — h)- 0*i - O O2 - x s)> 

4 (*i - H) - - Oi ~ a»)fe ~ **)> 
4 (^2 - *) Oi - a*)(*B - «4)5 

(#2 ^l) (#3 ^l) (^4 ^1/ (^3 X *) \ X ± ^2/ \ X ± X z) 

oder kürzer geschrieben 

* m - 4 6 ^, • 

Als Form der biquadratischen Gleichung legen wir, wie in § 109 (1) 

ax* + 4bx a + 6cx* + Adx + e — 

zu Grunde. Die kubische Resolrente wird (S. 178) 

(6) 4aV-ai> + J"=0 

bei 

(5) I=oe-46d + 3c», J= ace + 2b cd - ad* - eb 3 - c 8 . 

Nennen wir nun 

D* und D, 
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die Diskriminanten der Gleichungen in x und in z, dann ist wegen 
S. 161, 162 und S. 178 (7) 

D x - (- iya'J x> - D, - (- iy(4a*)*J„ 

(20) D x 4*(27J 8 -P), 

(21) J x £(27 J' - P). 

Es ist schon in § 112, S. 182 darauf hingewiesen worden, daß 
der erste Schritt zur Auflösung der biquadratischen Gleichung in der 
Wurzelausziehung aus der Diskriminante 

VD X - 4*yi 8 -27J 2 

beruht. Hier erkennen wir die innere Bedeutung dieses Schrittes: 
Mit ihm wird der Übergang von der einwertigen Funktion (21) zu 
der zweiwertigen )/z/ in (19) gemacht. — 

Von dreiwertigen Punktionen, die auch bei vier Elementen x x 
vorkommen, ist eine der einfachsten x x x 2 + x z x A mit den Werten 

*^l *^2 "I ^3 *^4 ) &1 *^8 ~T ^2 *^4 ; *^1 "^4 T" *^2 *^8 * 

Von vierwertigen Funktionen heben wir vor allen die Wur- 
zeln x x selbst hervor 

Unter den sechswertigen Funktionen finden wir z. B. 



%1 9 *^2 > ^8 7 *^4 



/*«/¥» ff /y*/y* ff ff / y* / y* 

1 2 ? 1 8 9 1 4- 7 8 8 9 9 4 9 8 4 * 

Ferner lassen sich achtwertige Funktionen bilden, wie 

(X t + C0X 2 + <0*X 3 ) B , {X x + (OX 3 + © 2 # 8 ) 3 , _ x + j/s* 

(#! + a># 2 + üj 2 #4) 8 , (x t + a# 4 + co 2 # 3 ) 8 , / a "" 2 

(# t + <ö# 3 + ß> 2 # 4 ) 8 , fo + tt# 4 + <ö 2 # 3 ) 8 , I ^2 Ä — 1 — V** 

(x 2 + ax 3 + ß> 2 # 4 ) 8 , (x 2 + <ö# 4 + &*x B ) s , 2 

Daß hierbei die Werte jeder Zeile von denen jeder andern verschieden 
sind, ist bei der Verschiedenheit der Elemente x x ersichtlich. Wären 
ferner die beiden in einer und derselben, z. B. der ersten Zeile ent- 
haltenen einander gleich, so müßten ihre dritten Wurzeln bei noch 
unbestimmtem x ergeben 

X^ + G)X 2 + £ö 2 # 3 = (O x (x i + (OX s + <D 2 X 2 ), (x = 0, 1, 2) 

ro* = 1, a>* +1 = a> 2 , £ö* +2 = o>, 
was unmöglich ist; endlich ist 

(x ± + ax 2 + ro 2 # 8 ) 3 = o 8 ^ + wx 2 + cö 2 # 3 ) 8 = {&x t + (o 2 x 2 + # 8 ) 3 

= CJ 6 ^ + G)X 2 + & 2 X 3 y = {p 2 X i + X 2 + C3X S ) 3 , 

sodaß also wirklich nur acht verschiedene Werte bestehen. 
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Weiter gibt es zwölfwertige Funktionen, wie 

X 1 X 2 * X $? X 1 X 2 i X £) X i x p *~ X 2) X 1 X 3 T" ^4? #i#4 + #2? %i x ± \ x $y 
^2*^8 "r ^1> ^"^S 1 X ±) «^2 ^4 • *^l> #3 #4 ~T *^3> *^8^4 ' ^U ^8^4 + #2J 

und endlich noch vierundzwanzigwertige Funktionen, wie 

# 1 + 2# 2 + 3# 8 + 4#4, # 1 + 2# 2 + 3# 4 + 4# 8 , ... ^4 + 2^3 + 3^ + 4^. 

Ohne Beweis sei noch angeführt, daß es Funktionen mit anderen 
Wertigkeitsanzahlen nicht gibt (vgl. S. 160). 

Die bei der Lösung in § 111 auftretenden Ausdrücke geben 
Gelegenheit zum Studium mehrwertiger Funktionen. Das dort an- 
gegebene X hat nur drei Werte 

/y» I /*• __ /»• <*» * /*• I /»• __ /*» __ /*• 9 /y» 1 <>* _ — <»• _ /»» ' 

»*/« ^^ **->• «A>» «Ä/J **/< ^^ «*/• tA/« ^^ iA/a Wf ^^ U/j ^^ tC/a ^^ t*/« 

und der erste dieser Werte bleibt für acht Permutationen ungeändert, 
nämlich für die folgenden, die wir aus Transpositionen zusammensetzen 

1 , \X 1 # 2 ) , (# 3 XjJ , [x 1 x 2 ) \X S Xj) , (X x x 3 ) [X 2 #4) , (x x # 4 ) (#2 x z ) , 

(#1 #s) (#1 #2) 0*1 x i) j \ x i x v \ x i x % ) \ x i x $) 5 
die Einheit bedeutet dabei die identische Permutation, die keins der 
vier x x ändert. 

x 2 (S. 183) hat vier Werte; es bleibt für die eben angegebenen 
Permutationen und nur für sie ungeändert. 

y\ (S. 183) hat zwölf Werte. Diese ordnen sich zu je vier und vier 



yh 


2 1 


yh 


2 * . 

2^4 w 2 5 


y\> 


2 * 

y% w 2 9 


yh 


2 * . 
#8 w 2 5 


yh 


2 * 

yio- y 2 o ; 


tfiu 


2 * 

yi2 ~y& 



derart an, daß die symmetrischen Funktionen der Elemente jeder Zeile 
dreiwertige Funktionen der Wurzeln x x sind. Daraus folgt: Die 
Gleichung vierten Grades läßt sich durch die Substitution 
x = xy + X auf drei Arten in eine reziproke Gleichung über- 
führen. 

§ 115. Um einen Beleg für die Wichtigkeit der Theorie mehr- 
wertiger Funktionen zu geben, benutzen wir sie zu einer neuen Auf- 
lösungsmethode der biquadratischen Gleichung 

(22) a? — a ± x s + a 2 x 2 — a 3 x + a 4 = 0. 

Wir gehen von einer sechswertigen Funktion der Wurzeln aus 

*1 == x i #2 ~T~ X B X ±) *4 = #1 + #2 X S • X ±9 

*2 == X l X 2 X S 1 X l9 *5 ~ X l 1 X 2 + X Z X 4t) 

tg = X± + Ä?2 *^3 *^4? *6 = *^1 *^2 1 X 3 • ^4' 
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Das Quadrat dieser Funktion hat wegen 

nur drei Werte 

t x = \X^ #2 "»" ^8 %i) ; ^2 =as (#1 ^2 ^8 "T #4) ; *8 * \^i ^2 ^8 ^4J ' 

Wir bestimmen die Koeffizienten der kubischen Gleichung, welche 
diese drei Werte zu Wurzeln hat, 

u* - (<{ + *t + £)u 8 + (***? + <»4 + *f*|> - & W - 0. 
Nun ist zunächst 

'1 = 5 2 + 2# 1 # 9 + 2# 2 # 4 — 2# 1 # 2 — 2x t x 4 — 2£ 2 # 8 — 2x z x A , 

% — 5 2 + 2# t # 2 + 2# 8 a? 4 — 2# 1 # 8 — 2x 1 x 4t — 2# 2 # 8 — 2x 2 x l9 
und also 

*? + *! + *I = 3s 2 - 2a 2 = 3(oJ - 2a 2 ) - 2a 2 - 3a? - 8a,; 

hiermit ist der Koeffizient von u* bestimmt. Ferner ist 

h ^2 = \ x i ^2) "" 0^3 ^4) 7 h h s== \ x i x v \ x 2 ™~ x z) j 

h h == V^l ^8/ V^2 ^4) ? 
M — 0*1 + *1 + '•') — 4 0r*2 + ^4+ #1^ + ^O + 6(^1^1 + #I#i) 

~~~ ö 3/4 Xq Xo Xa ~~~~ & \Xt **^s 1" **^8 *^a 1" **^1 ^4 1" *^9 4/ 
' ^A^i^S^i 1 X^X^X^ + X^X^X^ ~T ^1^2*^4/5 

— 24x 1 x 9 x 9 x 4: + 4(#f # 2 # 8 + x x x\x % -\ — ). 

In dieser letzten Gleichung bezeichnen die einzelnen Klammern auf 
der rechten Seite die symmetrischen Funktionen, welche durch Per- 
mutation der x x aus den ersten Klammergliedern entstehen. Es ist 

x ± \ %2 ~T %3 ~T %± = S±i 

«■aJ 1 +^^ + -—(«i + ^ + —)( a i+ a! 8 + —) — 04 + #2 + "-) = 5 i 5 3— V) 
x\x\ + x\x\ + ■ • . - \{x\ + x\ + ..-)■ - i(s} + ^ + ••■) - W - i*! 

^#2^3 + «1 #2^4 + * • ' = (^^iTg + ^#2^4 + • • .)(fl^ + X 2 + • • •) — 4# 1 # 2 # 8 # 4 

= ^«3 — 4a 4; 
und daher nach (18 a ) 

Hiermit ist der Koeffizient von u in der kubischen Gleichung be- 
stimmt. Endlich wird 

Ws - B (#1 + #2 H ) — 0*1^2 + ^#s H ) + 20 1 # 2 # s H ) 

= aj — 4^% + 8a 3 . 
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Demnach erhält man für die kubische Gleichung mit den Wur- 
zeln ff, t\, t\ die Form 

(23) u» - (3a 2 - 8a,)«, + (Sa* - 16a 2 a* + 16a 2 + 16^ - 64 «J* 

-(aJ-4a 1 o Ä + 8a 8 ) 2 = 0. 

Nach § 99 S. 163 ist die Diskriminante dieser Gleichung; abgesehen 
von dem Faktor 27 , gleich 

4[3(3a* - lÖafa, + .-•)- (3a 2 - 8a,) 2 ] 3 
' + [2(3a 2 - 8a 2 ) 2 - 9(3a 2 - 8a 2 ) (3aJ - 16a 2 a 2 + • . .) 

+ 27^-4^ + 8a,) 2 ] 2 
Ä _ 2 ^[-3a 1 a 3 + a| + 12aJ 8 

+ 2 12 [72a 2 a 4 + 9a x a 2 a 3 - 27 a\ - 27a 2 a 4 - 2a 8 ] 2 

und dies ist nach § 109, Schluß, bis auf einen konstanten Faktor die 
Diskriminante von (22), wie eine einfache Rechnung zeigt. 

Hat man (23) gelöst, dann kennt man t\, t\ y t\ und also mit 
Hilfe von Quadradwurzelausziehungen auch t ly t t} £ 3 ; dabei sind die 
Vorzeichen von t x und £ 2 beliebig, während das von t$ durch die 
Gleichung 



a$ 4 

4 W l * 




■8a, 








bestimmt wird. Aus dem System linearer Gleichungen 




CC-y ~j" $2 ~T~ ^8 ~~ r~ •*'4 ^™ Ol 


+ 1 


+ 1 


+ 1 


+ 1 




#1 #2 ' *^8 #4 == *i 


+ 1 


-1 


+ 1 


-1 




#1 #2 *^8 i #4 Ä *2 


+ 1 


-1 


-1 


+ 1 




#i "T *^2 *^3 ^4 == *3 


+ 1 


+ 1 


-1 


-1 




ergibt sich dann 




4x 1 ^a l + t 1 +t i + tf 8 , 




4# 2 = a x — t x — t% + t 6 , / a 3 _ 4tti Äj 


+ 8«, 


4a 4 = a x — * t + ^ - 


*• ■ 











> 



Durch Änderung der Vorzeichen von ^ und t 2 entstehen aus x x die 
übrigen drei Wurzelwerte. 

§ 116. Zu den wichtigsten mehrwertigen Funktionen der vier 
Größen x 1} x 2 , rr 8 , # 4 gehört das anharmonische Verhältnis 



(24) 



X l X * . X l 



X, 



x A 



: — - = u. 

8 *^a "t «^ 



Dies hat bei allen Vertauschungen der x x untereinander sechs Werte 
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fo — a? 8 ) (x t — x A ) ^ (x t — s 8 ) (x x — s 4 ) = 1 

(x 1 —x 4 )(x i —x 9 ) r> fo— fl^fo— * 4 ) l — p' 

(x x — x t ) (x a — a? 4 ) ä j _ 1 («i — x A ) (s, — ft 8 ) ^ _1_ 

0*i — *»)(** — *4> • P 9 ( x i — x t)( x t — x *) P ' 

(x t — x t ) (x 9 — x 4 ) = j _ ( x i — x t) fo — x <) ^ ** . 

(x % — Xt) {x t — x 4 ) P> {*! — XJ (x sr - x 4 ) ti — l" 

Das anharmonische Verhältnis hat die Eigenschaft, bei jeder linearen 
Transformation 

(25) * = ;£h^ (kq-lm + O) 

ungeändert zu bleiben, wie das aus 

x __ x = (*g — *"0(yi— ys) 

l 3 (my l + q)(myt+q) 

leicht folgt. Das letzte Resultat zeigt zugleich, daß bei der linearen 
Transformation (25) (kq — Im) von Null verschieden genommen werden 
muß, da sonst x von y unabhängig und «■ h : m = l : q wäre. 

Um die Gleichung aufzustellen, deren Wurzeln die drei Werte 

von lp H ) oder die 6 Werte von p sind, verfahren wir so: Die 

Gleichung 

(6) 4a V- aIz + J=0 

hat die Wurzeln 

^^-^fo + ^X^ + tfJ^tfo 

daraus folgt 

** _ ft -r- 1 s 2 _ /Lt — 2 z 9 __ l — 2p 

~zl ~~ 1 — 2p, > *j~ ~" 1 — 2/* ? 5~~ "" 1 — 2ft ? 

*!*,*« i_ (fi+l)(fi-2)(2ft-l) 

z\ 4a*zl (1 — 2^) 8 ' 

und dies gibt die gesuchten Gleichungen in der Form 

(9x\ r o 7 (^-fi + i) 8 97 v 1 *" 1 / 

0* + i)>- 2 )'(^-i-) ^ + _ + 2 )(» t + -- Y ) 

(26») 27 JV- /* + l) s - J'G» + l) s O ~ 2) 2 (M - |) s = 0. 

Aus dem ersten Ausdrucke in (26) erkennt man, daß die Funktion 

(27) P:J* 
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der Gleichungskoeffizienten bei allen linearen gebrochenen Trans- 
formationen (25) ungeändert bleibt. Aus diesem Grunde beißt jener 
Quotient eine absolute Invariante der biquadratischen Gleichung. 
Zur Erklärung dieses Namens mag folgendes dienen. Wenn 

f(x) s= c #» + c^' 1 + c^" 2 + ... + c n = 
durch 

(25) X =*2±L y = «*-' (* ff — Im -(- 0) 

in 

9(jf) = tt)!^ + ftSf - 1 + Ä ST" 1 + • • • + y, = 

transformiert wird, wobei der auftretende Nenner (my + q) n weg- 
multipliziert wird, dann kann es vorkommen, daß eine Punktion F 
der Koeffizienten die Bedingung 

(28) F(y , n, n, • • • JÜ - (*« - l™)?F(c , c ly c 2 ,... c n ) 

befriedigt. Eine solche Funktion heißt eine Invariante der Glei- 
chung f= 0. Ist q — 0, dann heißt sie eine absolute Invariante 
der Gleichung. 

Fiii* 

f=c x 2 + 2^% + c 2 
erhält man bei der Transformation 

7o — c o^ 2 + 2c i^ m + <h m2 ) 7x = c ohl + c iQ c q + Im) + ^m^, 

y 2 - e o l * + 2c M + C *Q*> n?2 — rf - (*ff - *™) 2 (c c 2 - cj). 

Die Diskriminante ^(CqC^ — c]) ist also eine Invariante der quadratischen 
Gleichung. Nicht nur in diesem ganz besonderen Falle zeigt sich 
die Diskriminante als Invariante; dasselbe tritt auch, wie direkte 
Rechnung zeigt, bei den Gleichungen dritten und vierten Grades ein. 
Daß auch im allgemeinen Falle die Diskriminante eine Invariante 
ist, läßt sich so beweisen: 

f(x) = c (x - x t ) (x — x 2 )...(x — x n ), 

» 

9(y) = Yo(y-yi)(y-yt)---(y-y»)- 

Nun wird 

9V>-<* + #[*&$$+ *&$$-' +- + 4 

- c (ky + l) n + c ± Qcy + ly-^my + q) + - • • + c n (my + q)* 

— K^* + cJP~ x m + c 2 k n " 2 m 2 H ]y n -\ 

und also 

7o — c o*" + c x k fi ^ 1 m + c 2 k n ~ 2 fn* 4 

= c (k ■— x t m) (k — x 2 m) . . . (k — x n m) 

= c Q II(k — x a m) (a = 1, 2, . . . vi). 
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Ferner ist nach (23 d ) S. 162 

n(n-l) 



üi»" 1 ! r (kq — Im) (x a — x>> -11 

(-1) * • D y = d—nfr. - ,,y - vl n - i n[ {k _ Xttm) \;_ x ^ 



yO Tt(„ _ „ \2 



^^-H^-'^-^n^-,,) 



= (äj - ?m) n < n - 1 ) - cg w - 2 77(^ a - a^) 

1 n(n-l) 



2 



d. h. man hat, wie behauptet war, 

D y = (kq-lm) n ( n -V-D x . 

§ 117. Für die Ableitung f'(x) von 

(29) f(x) = c # 4 + ±c x x* + 6c 2 x 2 + 4c 9 x + c± 
liefern uns die Betrachtungen aus § 102, § 103 zwei Formen 

(30) f(x) = 4(c x* + 3c x x 2 + 3c 2 x + c 8 ) 

= c Q [(x — x t ) (x — x 2 ) (x — x s ) + (x — x x ) (x — x 2 ) (x - # 4 ) 
+ (x — x t ) (x — x 9 ) (x— x A ) + (x — X % ) (x — x 9 ) (x — xj]. 

Die Gleichung f=0 hat, da sie vom dritten Grade ist, eine oder 
drei reelle Wurzeln; die Kurve f(x) = y hat also entweder ein Mini- 
mum oder zwei Minima, zwischen denen ein Maximum liegt. 

Aus der zweiten Darstellungsart von f(x) folgt, daß, wenn x a 
eine x -fache Wurzel von /*= ist, dieses x a eine (x — l)-fache Wurzel 
von f = sein wird. Hierunter ist auch der Fall enthalten, daß 
x = 1 und x a also nur eine einfache Wurzel von f = und keine 
Wurzel von f = wird. Der größte gemeinsame Teiler von f und 
f ist daher das Produkt aller Wurzelfaktoren von f, wobei jeder 
um eine Einheit in der Multiplizität vermindert ist, in welcher er 
in f auftritt. Dividiert man also f durch diesen größten gemeinsamen 
Teiler, so enthält der Quotient noch alle Wurzelfaktoren von f, und 
jeden nur in der ersten Potenz. 

Aus (30) folgt ferner 

f (x t ) =* c (# x — x 2 ) (x t — x s ) (x x — xj, 

t \ X %) === C o(^2 X l) \ X 2 X BJ \ X 2 X 4j) 
t \ X Z) a= C Q\ X % X l) \ X 8 X 2J \ X Z X 4J> 
f\ X d - C 0<>4 - X l) (#4 - O («4 ~ *s)> 

und daher weiter nach (19), (20), § 114, S. 185, 186 

^-fXxjaxJf'ixJfXxt), 

D f - cin*i) rfe) /> 8 ) f K). 
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Genau wie in § 105, S. 172 ergibt sich auch hier, daß das Ver- 
schwinden der Resultante von f und /", d. h. der Diskriminante 
von f 



(31) 
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öC* ()(« C\ 



s 



charakteristisch für die Existenz eines von einer Eonstante ver- 
schiedenen, gemeinsamen Teilers von f(x) und f'(x) ist, oder, mit 
anderen Worten, dafür, daß f(x) eine mehrfache Wurzel hat. Diese 
Bedingung läßt sich noch umgestalten. Wir subtrahieren in der De- 
terminante von der ersten, zweiten und dritten Zeile bezw. die vierte, 
fünfte und sechste; dann läßt sich die Determinante 7 ten Grades leicht 
in eine solche 6 Um Grades umwandeln; dividiert man diese durch c , 
so entsteht 



(31*) 
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Das Verschwinden dieser Determinante ist charakteristisch für die 
Existenz vielfacher Wurzeln von (29); ihre Berechnung zeigt, daß 
sie gleich 

wird. 

§ 118. Wir haben schon mehrfach von dem größten gemein- 
samen Teiler zweier ganzen Funktionen gesprochen. Jetzt wollen 
wir auf seine Herstellung eingehen, was auch für das Folgende von 
Wichtigkeit sein wird. Es seien 

f(x) — c & + c i &- 1 + •-- + €„, 

f t (x) - d^** + ^af*- 1 + ." + d m v = 

zwei ganze Funktionen von den Graden m und n (^ m). Wir divi- 
dieren f(x) durch /i(#); der Quotient sei q x {x) und der Rest — f 2 (x)] 
das Minuszeichen ist für unsere augenblicklichen Zwecke gleichgültig, 
für spätere Betrachtungen dagegen von Wichtigkeit. Dann wird 

(32) rt*)- & (*)•£(*) -/;(*); 

Netto, Elementare Algebra. 18 
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f 2 (x) ist von geringerem Grade als f x (x). Weiter dividieren wir f x (x) 
durch f 2 (x) 7 nennen den Quotienten q 2 (x) un ^ den ^» es ^ fs( x ) 

(32«) /i(«) -&(*)■/;(*)- /;(*), 

wobei wieder f$(x) von geringerem Grade wird als f 2 (x) u. s. w. Da 
die Grade der Reste nicht negativ werden können, so muß diese 
fortgesetzte Division einmal dadurch abbrechen, daß ein Rest gleich 
Null wird, 

f *-%(*) = &-i(«) ■£-!(*) -fv-i(v)> 
(32*) f v _ 2 {x) - q 9 _ t (x) . /;_>(*) - /;(*), 

Aus (32) ersieht man, daß der größte gemeinsame Teiler von f 
und von f x auch f 2 teilt; aus (32 a ) dann, daß er auch /* 3 teilt, u. s. f. 
bis zu f v (x). Also enthält f y (x) jedenfalls den größten gemeinsamen 
Teiler von f und f x . Umgekehrt zeigt die letzte der Gleichungen (32 b ), 
daß f v in f v _ 1 enthalten ist; die vorletzte dann, daß f v in f v _ 2 ent- 
halten ist u. s. w., bis man zu dem Resultate kommt, daß f und f x 
durch f v teilbar sind. Folglich ist f v (%) der größte gemeinsame 
Teiler von f(x) und f t (x). 

Die vorletzte der Gleichungen (32 b ) liefert uns f v durch f v _ x 
und f v _ 2 ausgedrückt, 

tv == Qv-ltv-l fv-29 

die drittletzte daraus f v durch f v _ 2 und f v _ z ausgedrückt, 

tv — Qv-l{~ /y-8 "I" Qv-zfv-*) ~~ fv-2 
= (&-1&-1 - 1)£-| - Qv-lfv-B, 

u. s. w., bis man auf 

(33) f.-Qif-Q,fi 

kommt; d. h. der größte gemeinsame Teiler von f(x) und f x (x) 
ist in der Form (33) darstellbar. 

§ 119. Wir wollen zum Schlüsse noch Kriterien über die Realität 
und das Vorzeichen der Wurzeln kubischer und biquadratischer Glei- 
chungen aufstellen. Die folgenden darauf zielenden Überlegungen 
gelten allgemein für Gleichungen w ten Grades, falls angenommen wird, 
daß eine ganze Funktion, dividiert durch den größten gemeinsamen 
Teiler, den sie mit ihrer Ableitung hat, nur ungleiche Wurzelfaktoren 
besitzt. Auf den Beweis hierfür gehen wir aber nicht ein. 

Dieser Satz liefert das Mittel, eine Gleichung so zuzubereiten, 
daß sie, ohne eine Wurzel zu verlieren, keine vielfachen Wurzeln 
mehr besitzt. Für die Gleichungen dritten und vierten Grades ist 
er nachgewiesen worden. 

Wir setzen voraus, 

f(x) - 
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habe keine vielfachen Wurzeln, und also f(x) mit fix) keinen von 
einer Konstanten verschiedenen gemeinsamen Teiler. 

Nehmen wir nunmehr in (32) für f t an /', dann wird f v eine 
von Null verschiedene Eonstante werden. Die Reihe 

(34) f{x), f\x), U(x), /■(*), . . . f^ix), f v 

hat mehrere wichtige Eigenschaften. 

I. Für keinen Wert von x = £ verschwinden zwei aufein- 
ander folgende Funktionen (34). Denn ist / a _i(l) = 0, f a (^) = 7 

so folgt ans fa _ S) = qa ® . m) _ fa+S)> 

daß auch f a+1 (%) verschwindet; ebenso weiter f a +t(£), . . . /i,_i(£), f v - 
Das Letzte ist aber unmöglich. 

IL Verschwindet f a (g) f so haben f a _ 1 (i) und /" a+1 (6) ent- 
gegengesetzte Vorzeichen. Das ergibt sich ans der letzten Glei- 
chung sofort. 

Aus der Verbindung von I. und IL folgt, daß, wenn f a (£) = 
ist, um £ ein endliches Intervall (£ — <$, . . . £ + d) so abgegrenzt werden 
kann, daß für keinen Wert von x in diesem Intervalle /*«_!((;) und 
/o+i(ö ih re Vorzeichen ändern. 

Wir betrachten nun die Zeichenreihe 

(34 a ) sgnfOr), sgn/"(a), sgn/i(tf), ... sgnf v _ t (x), sgaf 

und benutzen die in § 13, S. 14 eingeführten Begriffe von Zeichen- 
folge und Zeichenwechsel. Wir gehen von einem Werte x = a 
aus, zählen für die entsprechende Reihe (34 a ) die Zeichenwechsel 
und die Zeichenfolgen, lassen x stetig wachsen und fragen, wann bei" 
diesem Wachsen die Anzahl der Wechsel und der Folgen sich ändert. 
Eine Änderung kann natürlich nur dann eintreten, wenn ein Glied 
von (34) durch Null gehend sein Vorzeichen ändert. 

Das letzte Glied f v kann nicht durch Null gehen, da es konstant 
ist. Geht ein mittleres Glied f a durch Null, so sei x = | der Wert, 
für den f a (g) = ist; das Intervall (£ — d, • • • £ + d) sei so ab- 
gegrenzt, daß in ihm und auf seinen Grenzen weder /" a _!(#), noch 
fa+i( x ) verschwinden (IL). Dann sind folgende beiden Fälle möglich: 

sg* /■«-!<»; s g Q fa*»; sga/UiO) I 1 s g n /«-i(>); sgn /;(*); sgnf a+1 (x) 



1 + 8 



+ 
+ 



+ 

+ o 

+ ! - + 

Daß die erste und letzte Spalte verschiedene Zeichen haben, folgt 
aus I. Wie man die freien Stellen der mittleren Spalte ausfüllt, 
stets wird, falls f a durch geht, die erste Zeile wie die letzte eine 
Folge und einen Wechsel aufweisen. Eine Änderung in der Gesamt- 

13* 
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sgn/*, sgnf 


!-* 


+ 


1 


+ 


£ + * 


+ + 



zahl der Wechsel und der Folgen tritt also dadurch nicht ein, daß 
ein mittleres Glied von (34) durch geht. 

Verschwindet das erste Glied von (34) für x = £, so tritt beim 
Durchgang eine Änderung des Zeichens von f(x) auf, da f = keine 
mehrfachen Wurzeln besitzt. Denn löst man f(x) in seine Wurzel- 
faktoren auf, so hat man 

f(x) — (« — !)(*— x ± ) (x — x 2 ) • • ., (6 + «i, s 2 , • • •) 

und sieht, daß wenn x wachsend den Wert 6 passiert, f(x) eine Zeichen- 
änderung durchmacht. Auf der hinreichend klein gewählten Strecke 
(£ — d, • • • 2; + S) wird dann /"(#) das gleiche Zeichen behalten; 
und zwar stellt sich eine doppelte Möglichkeit ein, da zu wachsendem f 
ein positives f 9 zu abnehmendem f ein negatives f gehört (S. 63); 

sgn/', sgn/" 

+ 

- 



In beiden Fällen ist ein Zeichenwechsel verloren gegangen und also 
eine Zeichenfolge gewonnen worden. Die Zeichenfolgen und 
Zeichenwechsel von (34 a ) können sich nur ändern, wenn x 
eine Wurzel von /■(#) = () passiert; dabei geht bei wachsendem x 
stets ein Zeichenwechsel verloren, und es wird also eine 
Zeichenfolge gewonnen. 

Bestimmt man die Wechsel und Folgen der Zeichen in 
(34 a ) für die beiden Werte a und 6>a, dann liegen zwischen 
a und 6 soviele Wurzeln der Gleichung f(x) = 0, als Zeichen- 
wechsel beim Übergänge von a nach b in (34 a ) verloren ge- 
gangen sind. 

Offenbar dürfen wir ohne Änderung des Erfolges jede Funktion 
in (34) mit einer positiven Eonstante multiplizieren. Dadurch können 
wir alle diese Funktionen mit ganzzahligen Koeffizienten versehen. 

Dieses von Ch. Sturm gefundene Theorem wollen wir zur Be- 
antwortung unserer Fragen benutzen und dabei auch den schon früher 
erledigten Fall der quadratischen Gleichungen mitbehandeln. 

§ 120. Es sei 

f(x) = x*+2ax + b, 
dann wird 

^f(x) = x + a und /* 2 = a 2 — 6; 

sgn/ 4 , sgn/", sgn/; 



X =» — oo 


+ 1 


-1 


sgn (a 2 - 


-6) 


x = 


sgn 6 


sgna 


sgn (a 2 - 


-6) 


X = + <x> 


+ 1 


+ 1 


sgn (a 2 - 


-6) 



Die Gleichungen vierten Grades. 197 

Ist sgn (a 2 — b) = + 1, so hat f = zwei reelle Wurzeln, denn von 
x = — oo bis + <x) sind zwei Zeichenwechsel verloren gegangen. Ist 
sgn (a 2 — 6) = — 1, dann hat/"=0 keine reelle Wurzel, denn von 
der ersten zur letzten Zeile ist kein Zeichenwechsel verloren gegangen. 

Im ersten Falle liefert die erste Zeile zwei Zeichenwechsel; es 
werden daher beide Wurzeln negativ, wenn die zweite Zeile nur 
Folgen enthält, d. h. bei 

sgn a = + 1, sgn 6 = + 1, sgn (a 2 — b) = + 1; 

und es werden beide Wurzeln positiv, wenn die zweite Zeile nur 
Wechsel enthält, d. h. bei 

sgn a = — 1, sgn b = + 1, sgn (a 2 — b) = + 1. 

Die beiden anderen Fälle geben je eine positive und eine negative 
Wurzel für f(x) = 0. 
Es sei zweitens 

f= x 9 + 3a 1 x 2 + 3a 2 x + a 8 , 

dann erhält man für die Funktionenreihe (34) 

±f = o? + 2a 1 x + a 2 , 
f 2 = 2{a\ - a 2 )x + (a^ - a 8 ), 
f 9 = — 4aja 8 + Sa\a\ + 6a ± a 2 a s — 4a| — a\ = — ~^D 
sgn f, sgn f, ^ s gn/g, ^ s gn / 8 

— sgn (a\ — a 2 ) — sgn D 
sgn(a 1 a 2 -a 8 ) — sgnZ) 
+ sgn (a\ — a 2 ) — sgn D 
Ist D positiv, dann liefert 

— 1 +1 — sgn (a 2 — a 2 ) — 1 
+ 1 +1 + S gn(a 2 -a 2 ) -1 

einen Zeichen Wechsel verlust, wie auch sgn (a\ — a 2 ) ausfällt. Folglich 
hat in diesem Falle f = nur eine reelle Wurzel. 
Ist D negativ, dann liefert 

- 1 +1 - sgn (a\ - a 2 ) + 1 
+ 1 +1 + S gn(a 2 -a 2 ) +1 

bei sgn(a 2 — a 2 ) = — 1 einen Zeichenwechselgewinn. Das ist unmöglich; 
dieser Fall kann also nicht vorkommen. Dagegen liefert sgn (a\ — a 2 ) 
= + 1 drei Zeichenwechselverluste; d. h. bei sgn D = — 1 hat /*= 
drei reelle Wurzeln. 

Ist D positiv, also nur eine reelle Wurzel x ± vorhanden, dann gibt 
das Vorzeichen von a 3 Aufschluß über das Vorzeichen der Wurzel: 

ist sgn a 3 = + 1, sgn D = + 1? dann ist sgn x t = — 1; 
„ sgna 8 =-l, sgnD = + l, „ „ sgn^= + l. 



x = — oo 


-1 


+ 1 


— i 


# = 


sgna 8 


sgna 2 




x = + oo" 


+ 1 


+ 1 


+ 
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Ist D negativ, dann liegen bei sgn a 8 = + 1 eine oder alle drei 

Wurzeln zwischen <x> und 0; bei sgn a B = — 1 dagegen keine oder 

zwei. Auf die weiteren Unterscheidungen wollen wir nicht eingehen. 

Es sei endlich die reduzierte Form der biquadratischen Gleichung 

f(x) = #* -f 6a 2 x 2 + Aa 9 x + 3a 4 
gegeben. Hier findet man 

\f = # 8 +3a 2 # + a 3 , 
f 2 = — a 2 x 2 — a s x — a 4 , 

U = ~ ( 3öt 2 - a 2 a * + a t) x - ( a I a s + a 3 a i)> 
l 



— oo 
+ oo 



sgüf(x),sgpf(x), sgnfo), 
+ 1 — 1 — sgn a 2 
+ 1 +1 — sgn a 2 



sgn/s* 



s g n A 



+ sgn(3a|- o^+a*) 
- sgn (ßal - a^On + a 2 ) 
Ist D < 0, dann können vier Kombinationen eintreten 



(i) 



+ i -i -i +i -i 
+ i +i -i -i -i 



(in) 



+ i -i +i +i -l 
+ i +i +i -l -l 



(ii) 



+ i -l -i -i 

+ i +i -l +i 



sgn D 
sgn D 

- 1 
-1 



(IV) 



+ 1 -1 +1 -1 -1 
+ 1 +1 +1 +1 -1 



Der zweite Fall muß aasgeschaltet werden, da bei ihm Zeichenwechsel 
gewonnen werden, was nicht möglich ist; die drei anderen Fälle er- 
geben den Verlust je zweier Zeichenwechsel; also hat bei D < die 
Gleichung zwei reelle und zwei komplexe Wurzeln. 

Ist 2) > 0, so kann es nur dann vier reelle Wurzeln geben, wenn 
die beiden Zeichenreihen die Gestalt 

+ 1 -1 +1 -1 +1 
+ 1+1+1+1+1 

annehmen; also ist dazu nötig 

sgnaj= — 1; sgn (3a| — a 2 a 4 + a§) = — 1, sgnD = + l. 

Die drei anderen, bei D > möglichen Fälle sind 



+ 1 
+ 1 



-1 -1 +1 +1 
+ 1 -1 -1 +1 



+ 1 -1 +1 
+1 +1 +1 



+ 1 
-1 



+ 1 
+ 1 



+ 1 -1 -1 -1 +1 

+ 1 +1 -1 +1 +1' 

hier bleibt die Anzahl der Zeichenwechsel für x = + oo dieselbe wie 
für # = — oo. Folglich hat f = keine reelle Wurzel, falls bei 
sgn D = + 1 nicht zugleich 

sgn Og = — 1 und sgn (3a| — a^a^ + a|) = — 1 
ist. 
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Berichtigung. 

S/46 ist in Figur 3 der obere Punkt durch P statt P zu bezeichnen. 
S. 66 ist in Figur 10 die Klammer (6 2 <a 8 ) durch (&<<**) zu ersetzen. 
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